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Alliances Electorales entre Deux Tours de Scrutin :
Le Point de Vue de la Théorie des Jeux Coopératifs et
une Application aux Elections Régionales de Mars 2010*

Michel Le Breton' Karine Van der Straeten?

Avril 2012

” Les meilleures alliances sont celles conclues entre les arriere-pensées’
Talleyrand

Abstract

L’objet de cet article est d’examiner, a la lumiere de deux solutions majeures de la
théorie des jeux coopératifs, les coalitions/négociations électorales qui ont lieu dans le
cas ou le mode de scrutin est un scrutin proportionnel avec listes bloquées, prime au
gagnant et comportant deux tours en ’absence de majorité absolue au premier tour.
Cet environnement électoral décrit les élections des conseillers régionaux qui se sont
tenues en France les 14 et 21 Mars 2010.

1 Introduction

Le principal objet de cet article est d’explorer le probleme de la formation d’alliances
électorales a l'aide de certains outils de la théorie des jeux coopératifs. Le postulat fonda-
mental de cette étude est que les coalitions politiques ont un pouvoir supérieur a la somme
des pouvoirs de leurs membres. Comprendre pourquoi et comment se forment des coalitions
dans le jeu politique est un sujet qui occupe une place importante dans le champ de la science
politique contemporaine. Plusieurs traités fondamentaux ont été consacrés a ces questions,
au nombre desquels ceux de De Swann (1973) et Riker (1962).

*Nous remercions les deux arbitres anonymes de leurs critiques et suggestions. Nous remercions aussi
Nonna Mayer de ses commentaires constructifs a ’occasion d’une présentation de ce travail devant un public
de politologues frangais. Nous remercions enfin les autres participants de leurs remarques ainsi que Jérome
Renault qui a attiré notre attention sur le fait que les jeux considérés dans ce papier étaient des jeux
régionaux et non un jeu national dont les trois joueurs (les trois principales formations politiques & gauche
de I’échiquier) auraient joué simultanément plusieurs jeux d’alliance et de partage.

fToulouse School of Economics et Institut Universitaire de France.

fToulouse School of Economics (CNRS-GREMAQ).



Modéliser le calcul stratégique conduisant a la formation de coalitions n’est pas facile et

il y a de multiples fagons de procéder. Un point de vue non coopératif va privilégier une
description de la négociation cadrée par un jeu sous forme normale (ou extensive) ou les
actions offertes aux différents joueurs sont décrites avec précision. Par exemple, si I'issue
sur laquelle porte la décision est le partage d'un ensemble de portefeuilles ministériels, le
protocole décrira qui est habilité a faire des propositions, a quel moment, dans quel ordre
(s’ils sont plusieurs), qui peut bloquer une proposition, & quel moment la négociation s’arréte,
etc... Le travail consiste ensuite a caractériser les équilibres du jeu ainsi construit. Le point
de vue coopératif va préférer une description plus sommaire appelée fonction caractéristique
du jeu qui consiste a associer a chaque coalition potentielle I’ensemble des paiements qu’elle
peut atteindre quelles que soient les actions entreprises par les joueurs hors de cette coalition.
L’avantage de cette forme plus grossiere est que les prévisions d’alliance ne dépendent pas
de facon trop sensible des détails du processus de négociation. Dans bien des cas, la forme
extensive n’est pas une contrainte pesant sur les joueurs mais plutot la vue du modélisateur
sur le déroulement du jeu. Il est donc important que les consclusions soient robustes a des
changements artificiels. Les solutions de marchandage examinées par la théorie des jeux
coopératifs sont nombreuses. Nous concentrerons notre attention ici sur deux d’entre elles
la valeur de Shapley et le nucléole. Ces deux solutions ont regu des fondements non
coopératifs c’est a dire peuvent étre décrites comme les vecteurs de paiements d’équilibre de
certains protocoles de négociation. Il n’y a donc pas antagonisme entre les deux approches.

L’objet de cet article est triple. Tout d’abord, il s’agit d’introduire les concepts et outils de
la théorie des jeux coopératifs pour modéliser le contexte de décision stratégique interactive
dans lequel se trouvent des formations politiques au soir d’'un premier tour de scrutin et a
la veille d'un second tour. Notre analyse est principalement motivée par le jeu d’alliances
qui résulte du mode d’élection des conseillers régionaux en France. Il s’agit d’un scrutin de
listes a deux tours. L’élection est acquise au premier tour de scrutin si une liste recueille la
majorité absolue des suffrages exprimés. Dans le cas contraire, il est procédé a un second
tour. Pour qu’une liste puisse se présenter au second tour, elle doit avoir obtenu au premier
tour un nombre de voix au moins égal a 10% du nombre de suffrages exprimés. Toutefois,
la composition des listes peut étre modifiée par rapport au premier tour en incluant des
candidats de listes ayant obtenu au moins 5% des suffrages exprimés et avec I'accord du
candidat téte de la liste sur laquelle ils figuraient au premier tour. Les candidats d’une
meéme liste au premier tour ne peuvent pas figurer sur des listes différentes au second tour.
A Tissue de I’élection, il est attribué a la liste qui a obtenu le plus de voix dans la région un
nombre de sieges égal au quart des sieges a pourvoir. Les autres sieges, sont répartis entre
toutes les listes a la représentation proportionnelle suivant la regle de la plus forte moyenne.

A la fin du premier tour, le jeu d’alliances est relativement sophistiqué et ce pour de
multiples raisons. Certaines listes, ayant obtenu entre 5 et 10% des voix au premier tour, ne
peuvent se maintenir que si elles font alliance avec une ou plusieurs listes dont au moins une
dépasse le score de 10%. Vont-elles faire alliance et si oui & quelles conditions : comment vont-
elle monnayer les voix d’électeurs qu’elles amenent avec elles dans la corbeille 7 Certaines
listes peuvent se maintenir sans alliance, mais faire une alliance peut ouvrir la perspective de



remporter la prime qui correspond au quart des sieges a pourvoir. Faire alliance augmente
les chances de gagner cette prime mais oblige éventuellement a partager celle-ci avec les
partenaires.

Notre premiere contribution a pour objet la formulation de ce jeu d’alliance comme un
jeu coopératif a utilité transférable (TU), c’est & dire que les acteurs ne se sentent pas liés
a priori par des normes de partage particulieres : tout est négociable et les sieges servent,
a cet égard, de "monnaie de compensation”. Tout le travail consiste a écrire la fonction
caractéristique du jeu c’est a dire a attribuer a chaque coalition un nombre qui reflete le
nombre de sieges que cette coalition peut se garantir.! Le mot garantir est utilisé car une
coalition, une fois formée, ne peut ignorer ce que vont faire les formations politiques en
dehors de la coalition. Plus ce chiffre est grand, plus la coalition est puissante. Si toutes
les coalitions étaient politiquement faisables, on dériverait ainsi un jeu suradditif car I'union
fait la force.? Lorsque certaines coalitions sont politiquement inconcevables, le jeu n’est
pas nécessairement suradditif car 'union de deux coalitions faisables peut ne pas l’étre elle
meéme. En tout état de cause, dans le cas ou la suradditivité est a 'oeuvre on voit qu’elle
trouve son origine dans deux sources. D’une part, dans I'existence d’un seuil critique en-deca
duquel une liste ne peut se maintenir sans alliance (10% dans le cas des régionales): une
coalition incluant des listes dans l'incapacité de se maintenir seules, en récupérant des voix
qui seraient autrement perdues, augmente son score relatif. D’autre part, dans l’existence
d’une prime & la formation arrivée en téte (25% des siéges dans le cas des régionales), car
I’accueil de partenaires supplémentaires dans la coalition peut faire passer la coalition ainsi
formée en téte des formations. Nous détaillerons ces deux effets en nous appuyant sur un
modele simple décrivant les reports de voix entre les deux tours, modele qui suppose une
captivité des voix par les partis qui les ont recues au premier tour.

La seconde contribution consiste a caractériser les principales solutions de ce jeu coopératif
dans la cas ou le jeu d’alliance comporte au plus trois joueurs. Notre méthodologie s’étend
sans difficultés a un nombre arbitraire de joueurs mais l'application aux élections régionales
de mars 2010, qui occupe la derniere partie du papier, est conduite dans un contexte ou
trois joueurs au plus seulement sont actifs (les trois partis de gauche : Parti Socialiste,
Europe Ecologie et Front de Gauche). Nous introduisons deux solutions trés populaires, le
nucléole et la valeur de Shapley, qui décrivent deux solutions de négociation dans le cadre
de la théorie des jeux coopératifs. Nous contrastons ces solutions a une solution dérivant de
I’application mécanique d’une norme de proportionnalité, selon laquelle les membres d’une
coalition se partagent I’ensemble des sieges obtenus au pro rata de leurs scores de premier
tour. Meéme dans le cas ou ils n’y a que trois joueurs actifs, 'analyse du jeu global est
laborieuse car la combinatoire du probléme demande un traitement soigné et spécifique de
chacune des configurations pouvant apparaitre. La majeure partie des résultats est renvoyée

'Notons que le jeu est bien un jeu entre les listes présentes au premier tour, et non entre les individus
composant ces listes, puisque les listes ne peuvent pas se morceller en plusieurs sous-listes avec des stratégies
différentes.

2Un jeu coopératif est dit suradditif si le paiement obtenu par une alliance entre deux coalitions disjointes
est au moins aussi grand que la somme des paiements des deux coalitions prises séparément.



dans I'appendice. Néanmoins, 'analyse théorique nous permet de proposer une taxinomie
simples des configurations possibles, reflétant les rapport de force entre les coalitions.

La troisiere contribution du manuscrit est une application de cette méthodologie aux
élections régionales qui se sont déroulées en France les 14 et 21 Mars 2010. Tout d’abord,
sur la base des résultats du premier tour, nous procédons a la construction de la fonction
caractéristique d’un jeu a trois joueurs (le Parti Socialiste, Europe Ecologie et le Front de
Gauche) pour trois régions particulieres : I’Aquitaine, I’Auvergne et la Bretagne. Pour cha-
cune de ces régions, nous calculons les parts résultant de la norme de proportionnalité, du
nucléole et de la valeur de Shapley et nous comparons ces parts avec les parts observées.
Puis, nous utilisons la taxinomie développée dans I'analyse théorique pour réaliser une classi-
fication des 21 régions (hors Corse) de la France Métropolitaine. Ces régions métropolitaines
offrent une riche base de données mais ne couvrent pas cependant tous les cas permis par la
combinatoire du probleme.

Relation a la Littérature La question de la formation de coalitions entre acteurs poli-
tiques apparait dans des contextes divers autres que les environnements électoraux. Dans de
nombreuses démocraties, le multipartisme est la norme et les gouvernements sont presque
toujours des gouvernements de coalition. L’étude du jeu décrivant la formation d’un gou-
vernement au terme d’élections et ’analyse des stratégies d’alliance ont fait I’objet de nom-
breux travaux empiriques et théoriques. Dans la littérature s’appuyant sur le modele spatial,
il est d’usage de décrire un(e) parti (formation) politique par un vecteur dans un espace
Euclidien (I’espace idéologique) et un nombre de sieges remportés dans le cadre de I’élection.
Une stratégie d’alliance entre partenaires va consister en un programme commun (un point
dans 'espace idéologique) et une répartition des portefeuilles ministériels (ou autres postes
de responsabilité). L’objet de ces travaux est de comprendre quelle(s) alliance(s) va (vont)
se former et quelles stratégies vont étre mises en oeuvre par les joueurs. Dans le cas ou il
n’y a aucune capacité d’engagement concernant les alliances avant les élections, les électeurs
doivent anticiper les jeux d’alliance possibles (toutes les continuations possibles du jeu apres
les élections) et voter en conséquence. Bien siir, on peut imaginer au contraire que certains
acteurs puissent s’engager avant les élections. Au nombre des travaux les plus importants
portant sur ce theme on peut citer Austen-Smith et Banks (1988, 1990), Brown et Franklin
(1973), Brown et Frendreis (1980), Carroll, Cox et Pochon (2004), Fréchette, Kagel et Morelli
(2004), Laver (1998), Laver et Schofield (1998), Laver et Shepsle (1996), Warwick et Druck-
man (2001)

L’analyse de la formation et du role des coalitions est également menée dans des contextes
stratégiques autres que celui de la formation de gouvernements. Par exemple, des coalitions
législatives se forment a 'occasion de certains votes et cette fois le protocole décrivant les
étapes de formation de I'agenda et du vote légitime I'emploi de la théorie des jeux non-
coopératifs (Baron et Ferejohn (1989), Eraslan (2002)).

Dans cet article, comme dit prédédemment, nous supposons que le jeu est a utilité
transférable, c’est a dire que les acteurs ne se sentent pas liés a priori par des normes de
partage. On peut cependant imaginer un jeu d’alliance de méme nature prenant place avant



le début du vote. Tout dépend du mode de scrutin considéré et des capacités d’engagement
des joueurs. Un exemple remarquable qui a d’ailleurs fait I'objet d’études poussées (Lee,
McKelvey et Rosenthal (1979), Lee et Rosenthal (1976)) est la loi des apparentements, une
loi électorale mise en place en France a partir du 7 mai 1951 par les partis de la Troisieme
force pour réduire I'influence des communistes et des gaullistes a I’Assemblée nationale. A
cette fin, elle introduisait une faculté d’apparentement dans le mode de scrutin. Dans ce
mode de scrutin, chaque liste électorale devait comporter autant de candidats qu’il y avait de
sieges a pourvoir dans le département. Les listes avaient la possibilité de passer des accords
entre elles avant les élections : on dit alors qu’elles ”s’apparentaient”. Si I’addition des voix
obtenues par des listes apparentées (ou par une liste seule) était égale ou supérieure a 50%
des suffrages exprimés, les dites listes obtenaient (la dite liste obtenait) la totalité des sieges
a pourvoir dans la circonscription. Sinon, les sieges étaient répartis entre les différentes listes
selon la méthode de la plus forte moyenne. On remarquera qu’'une coalition ayant conclu un
accord d’apparentement et remportant une majorité absolue des suffrages recevait une tres
grosse prime. Le jeu coopératif décrivant cette loi est un jeu sans utilité transférable, car
une fois 'alliance pré-électorale conclue, il n’y a plus rien & négocier.?

2 L’Environnement Electoral

2.1 Description du mode de scrutin et notations

Nous allons a présent définir plus précisément l’environnement électoral dans lequel se trou-
vent les formations politiques. Considérons un district électoral dans lequel des partis sont
en concurrence pour la nomination de K représentants dans une assemblée dont I’aire de
compétence est celle du district électoral. L’élection comporte (au plus) deux tours. On note
Ny le nombre d’électeurs inscrits.

Au premier tour, éventuellement aprés alliances pré-électorales entre divers partis, P!
listes concourrent; chacune d’elles présente une liste ordonnée de K noms. Pour 1’électeur,
le panachage n’est pas autorisé : il y a donc P! bulletins de vote valides au premier tour.
Un résultat électoral au premier tour est un vecteur N' = (Nol, N}, .,N },1) de dimension
P'+1 ot Ny est le nombre d’abstentionnistes et de votes blancs ou nuls et N, est le nombre

d’électeurs ayant voté pour la liste m (m = 1,..., P'). Naturellement : 25;0 Nl = Niy. On
supposera dans la suite que les listes sont ordonnées par score de premier tour décroissant.

Si une liste obtient au premier tour une majorité absolue des suffrages exprimés, le scrutin
s’arréte. Un nombre SK de sieges, avec 0 < 3 < 1, est alloué sur une base proportionnelle
entre toutes les listes m dont le score relatif #i”]\,& est supérieur a un seuil a. Les (1—5)K
sieges restants sont alloués a titre de prime a la liste arrivée en tete.

Si aucune liste n’obtient de majorité absolue, il est procédé a un second tour (la semaine
suivante dans le cas des régionales francaises). Les options possibles ouvertes aux différentes
formations politiques au soir du premier tour sont caractérisées par deux seuils, a et @, avec

3Ce jeu est trés proche d'un jeu analysé par Gamson (1960) et construit sur la base de la norme de
proportionnalité.



0 < a <@< 1. Sile score relatif ﬁi\,& de la formation politique m est inférieur au
premier seuil a, elle ne peut pas participer au second tour. Si son score relatif est situé entre
les deux seuils, alors elle ne peut pas concourir indépendemment mais peut fusionner avec
d’autres listes, dont I’'une au moins doit avoir dépassé le plus élevé des deux seuils @. Enfin,
si son score relatif est supérieur au seuil @, elle peut poursuivre la compétition électorale,
seule ou en fusionnant.* Notons M? le nombre de formations politiques ayant atteint le seuil
a et R? (R? < M?) le nombre de celles qui ne sont pas astreintes a la fusion (c’est & dire
qui ont atteint le seuil @).> Au soir du premier tour, la situation est résumée par le vecteur
N et les entiers M? et R? qui en découlent. Suite & d’éventuelles alliances entre ces M?
formations, P? coalitions politiques sont présentes au second tour, chacune d’elles presentant
une liste ordonnée de K candidats. Pour figurer sur une liste de second tour, un candidat
doit figurer sur la liste de premier tour d’une des formations composant la coalition de second
tour, et avoir obtenu l’accord de sa téte de liste de premier tour. Le résultat électoral de
ce second tour est alors décrit par un vecteur N? = (NZ, N7, ..., N3,), o N est le nombre
d’abstentionnistes et de votes blancs ou nuls au second tour et N2 est le nombre d’électeurs
ayant voté pour la liste m.

Les K sieges sont alors répartis comme suit. Un nombre SK (0 < § < 1) de sieges est
alloué sur une base proportionnelle : les sieges sont attribués sur une base proportionnelle
entre toutes les listes m dont le score relatif #%Ng est supérieur a . Le nombre de sieges

restants, (1 — §)K, est alloué (en bloc) a la liste arrivée en téte, c’est a dire la liste m* telle

que : , ,

N:. N

N = NZ > N = 7 pour tout m # m*.

Si la liste m se voit attribuer k sieges, les k premiers candidats apparaissant sur cette liste
sont élus.

Dans le mode de scrutin des régionales francaises de mars 2010, § = 75%, a = 5%,
a = 10%.

Notons que le mode de scrutin n’impose aucune contrainte sur les partenaires d’une
coalition politique, ni sur la répartition des sieges obtenus par la coalition entre ses membres
(c’est & dire sur 'ordre des candidats figurant sur la liste fusionnée). La question principale
sur laquelle va porter notre réflexion est la suivante : Quels accords vont étre passés entre
les tours de scrutin ?

2.2 Construction de la fonction caractéristique

Pour y répondre, nous allons introduire une méthodologie basée sur la théorie des jeux
coopératifs. Les coalitions potentielles doivent évaluer leur gain global en termes de sieges
si elles se forment effectivement.

4En toute rigueur, une liste ayant dépassé le seuil @ peut aussi se retirer de la compétition et ne pas se
maintenir au second tour. On négligera cette possibilité dans la suite, et considérera que toutes les listes
ayant dépassé ce seuil @ se maintiennent au second tour (seules ou en fusionnant).

50n supposera, pour éviter les cas triviaux, que R? > 1 : au moins une liste peut se maintenir au second
tour.



Hypotheses sur les coalitions admissibles On fera 'hypothese que certaines coali-
tions sont jugées impossibles par tous les acteurs du jeu, en raison notamment du poids
des barrieres idéologiques. Il est ainsi possible que les places respectives sur I’échiquier
politique de certaines formations rendent impossible toute forme de compromis sur les poli-
tiques/projets & mettre en oeuvre entre ces formations, rendant irréalisable leur réunion au
sein d’'une coalition. On peut aussi imaginer que la stratégie de long terme d'un parti lui
interdise de nouer des alliances, méme si elles pouvaient s’avérer bénéfiques a court terme
en termes de sieges. On supposera que toutes les listes de premier tour partagent les mémes
croyances concernant les coalitions susceptibles de se former. Pour simplifier, on supposera
que le fait qu'une coalition soit jugée admissible ou non est indépendant de ce que font les
autres formations politiques. On notera alors C I’ensemble des coalitions admissibles, c¢’est
a dire qui sont percues par tous les acteurs du jeu comme n’ayant pas une probabilité nulle
de se produire. On supposera pour C une structure particuliere : on suppose qu’il existe
une partition F = {Fy,..., Fy} de {1,2,..., M?} telle qu'une coalition S est admissible si et
seulement si il existe j € {1,2,..., J} tel que S C F}. Cette hypothese postule qu’il existe un
certain nombre J de familles politiques, qu’au sein de chaque famille j toutes les alliances
sont possibles, mais que les alliances entre partis de familles différentes sont impossibles. No-
tons que C contient les singletons (une liste peut toujours décider de ne pas nouer d’alliance)
et que si une coalition S C {1,2,..., M2} est dans C, alors toute coalition incluse dans S est
aussi dans C. Un cas particulier d’ensemble C vérifiant cette propriété est celui ou toutes
les alliances sont pergues comme a priori admissibles : F = {1,2,..., M?} et C est alors
I'ensemble de tous les sous-ensembles de {1,2, ..., M?}.

Gains d’une coalition Considérons S € C une coalition admissible. Elle doit évaluer son
gain global en termes de sieges si elle se forme effectivement, noté V' (S). La fonction V' sera
appelée fonction caractéristique du jeu.

La premiere question qui va se poser a une telle coalition S est de savoir si elle remplit
les conditions pour effectivement présenter une liste au second tour. Si tel n’est pas le cas,
c’est a dire si aucun de ses membres n’a dépassé le seuil @ des suffrages exprimés au premier
tour, elle ne récolte aucun siege au second tour. Formellement, si SN {1,2,..., R*} = &,
V(S)=0.

Si maintenant la coalition S peut présenter une liste, la seconde question qui se pose a elle
est d’anticiper ce que les autres formations politiques sont susceptibles de faire. Une fois cette
prévision formulée, il lui faudra prévoir le nombre de sieges qu’elle obtiendra dans les diverses
configurations possibles. On notera IT(S) I'ensemble des partitions de {1,2,..., M?}\S que
S juge possibles. Formellement, une partition de {1,2,..., M?}\S sera jugée possible si
chacune de ses composantes appartient a C. Pour chaque partition = € I1(5), la coalition S
doit maintenant anticiper le nombre de sieges qu’elle va obtenir si cette partition se forme,
on le notera V (S, 7).

Le comportement électoral de second tour Pour prédire ce nombre de sieges, il faut
maintenant faire des hypotheses sur la maniere dont les électeurs vont voter au second tour
s’ils font face a cette configuration {S,7}. L’hypotheése que nous faisons dans cet article est



la suivante. Les abstentionnistes du premier tour s’abstiennent au second tour. De meéme,
les électeurs qui ont voté blanc ou nul au premier tour adoptent le méme comportement
au second tour. Par ailleurs, les électeurs dont les listes ne sont pas présentes au second
tour s’abstiennent. Ceux dont les listes sont présentes votent pour la coalition ou figure
la liste pour laquelle ils ont voté au premier tour. Ces hypotheses décrivent une situation
ou les citoyens dont la liste favorite n’est plus en compétition se désintéressent du vote
et ou ceux dont la liste est présente suivent les consignes de leurs leaders et votent pour
la liste quelle que soit ’alliance conclue. Bien stir, loin de nous l'idée de prétendre que les
matrices de mobilité électorale décrivant les reports de voix lors du second tour sont toujours
de ce type : des électeurs peuvent ne pas suivre les consignes de leurs partis favoris, des
abstentionnistes peuvent aller voter, des électeurs dont les favoris sont absents du second tour
peuvent décider de voter pour leur second ou troisieme choix. Il est possible de construire la
fonction caractéristique dans le cas d’une matrice quelconque, mais les notations deviennent
tres lourdes.

Par ailleurs, nous supposons ici que le nombre de voix que regoit une coalition au second
tour est une quantité certaine. Nous éliminons donc les questions propres a l'incertitude. Les
introduire nous obligerait a considérer des jeux coopératifs stochastiques. L’approximation
retenue ici nous parait satisfaisante a ce stade du travail.

Sous ces hypotheses comportementales, le nombre de voix regues au second tour par une
coalition ne dépend pas de ce que font les autres formations, mais uniquement des membres
qui la constituent. Pour toute coalition S € C, le nombre de voix de second tour anticipé
par S est :

N(S) = 0siSN{1,2,.., R} =g,

— 1 &
= E N, sinon.

meS

Calcul explicite de la fonction caractéristique Avec un tel scénario, la coalition S
peut évaluer le nombre de sieges qu’elle obtiendra si la partition 7 = {7}, ..., 7.} € I1(.5) se
forme : si la coalition S arrive en téte, c’est a dire si N(S) > N(7;) pour tout I =1, ..., L, la
coalition S remporte la prime ((1 — ) K siéges) en plus de la partie des sieéges qui lui revient
de par la composante proportionnelle du mode de scrutin :

N(S)

O NS - v

BK +(1-p)K,

sinon, elle obtient :
N(S)
V(S ) 7T> - ( =L 6 K
N(S) + 2= N(Th)
Le gain électoral de la coalition S dépend donc a la fois de la composition de la coalition et
de la structuration des formations politiques en dehors de cette coalition. Cette structuration

6Dans un travail en cours, nous envisageons des matrices de mobilités plus générales ou par exemple des
abtentionnistes de premier tour votent au second, et ou une fraction des électeurs dont le choix de premier
tour a disparu se reportent au second tour sur une des listes présentes.



est décrite par w. Pour poursuivre le raisonnement, nous allons supposer, comme le font
traditionnellement les théoriciens de la théorie des jeux coopératifs, que les membres de la
coalition S considerent comme valeur V' (.S) de référence la plus petite des valeurs possibles
de V(S, ) lorsque I'on considére toutes les situations possibles’” pour 7:

V(S) = nin V (S, ).

Donnons & présent la formule explicite pour V(.5).

Soit S une coalition admissible.

SiSn{12, .., R} =02 V(S)=0.

Si maintenant S N {1,2, ..., R*} # &, il est immédiat de vérifier que le pire qui puisse
arriver a la coalition S est que se forment parmi les autres listes toutes les coalitions max-
imales. Formellement, si S est une coalition admissible, cela signifie qu’il existe j tel que
S C Fj, et la pire partition possible pour S est la partition {1, ..., Fj_1, F;\S, Fjt1, ..., Fs}.
En effet, cette partition est celle qui a la fois minimise les chances de S d’arriver en téte,
et qui maximise le nombre de votes exprimés, et donc minimise la proportion de suffrages
exprimés recueillis par S. Ainsi, on obtient la formule explicite suivante pour V() :

N(S .
N(S)JrN(Fj\(S))Jrl;‘N(Fl)ﬁK + (1= H)K i N(S) > N(F\S) et N(S) > max N(F),
V(S) = ’ i

N(S) .
N(S)+N(FJ~\S)+I§N(E>5K SIOLL
J

2.3 Propriétés du jeu

2.3.1 Décomposition du jeu en une composante proportionnelle et une com-
posante prime majoritaire

La formule ci-dessus illustre clairement que la fonction caractéristique est la somme de deux
fonctions, dont chacune est la fonction caractéristique d’un jeu.
La composante proportionnelle du jeu admet pour fonction caractéristique :

N(S)

N(S) + N(F;\S) + > N(F)
iZj

Virop(S) = BK pout tout S € C

tandis que la composante associée a la prime attribuée a la prime arrivée en téte vaut pout
tout S € C :
(1-pB)K si N(S) > N(F;\S) et N(S) > max_N(F),
Virime(S) = 1e{1,....J},
prime — l#£j

0 sinon.

"En présence d’externalités entre coalitions, la fonction caractéristique devient une notion plus
problématique (Rosenthal (1972)). Nous discutons dans I’appendice 5 le concept plus général de fonction de
partition.



2.3.2 Suradditivité du jeu

Nous allons montrer a présent que ce jeu est suradditif, c’est a dire que pour toutes coalitions
Sl, Sy € C telles que S1NSy =T et S{USy € (C, V(Sl U Sg) > V(Sl> + V(SQ)

Soit 57, S92 admissibles telles queS; NSy = @ et S; U Sy € C. Puisque S; U Sy € C cela
implique qu’il existe j tel que S; C F}j et Sy C Fj.

Composante proportionnelle du jeu FExaminons tout d’abord la fraction des sieges répartis
a la proportionnelle. Nous allons montrer que:

N(S1US,)
N(S1USs) + N(Fj\(S1U S2)) + >_; N(F)
> N(51) N N(S,)
— N(S) + N(FJ\S1) + D0 N(FY) - N(S2) + N(F\S2) + 32, N(F)

Notons que si N(S;) = N(S2) = 0, alors N(S; U Sz) = 0 et I'inégalité est satisfaite (les
deux membres sont égaux a 0).

Si maintenant N(S7) > 0 et N(S2) > 0, alors les dénominateurs des deux fractions du
membre de droite sont égaux, et supérieurs au dénominateur du membre de gauche. En
effet,

N(S1) + N(F;\S1) = N(Fj) = N(S) + N(Fj\Sz) > N(51 U Sy) + N(F;\(S1 U Sy)).

Comme de plus N(S; U Sy) = N(S1) + N(S2), 'inégalité est satisfaite.

Reste enfin a examiner le cas ou N(S;) > 0 et N(S2) = 0. Deux cas peuvent étre
distingués.

Considérons d’abord le cas ou N(F;\S;) = 0, c’est a dire que dans Fj, les seuls partis
capables de se maintenir seuls appartiennent a S;. Dans ce cas, N(F;\(S1 U S;)) =0 =
N(F;\51) et puisque N(S; U Sz) > N(S1), I'inégalité est satisfaite.

Considérons maintenant le cas ou N(F;\S1) > 0, alors

N(S1) + N(Fj\51) = N(E;) = N(S1 U S2) + N(Fj\(51 U 53)),

et I'inégalité est satisfaite puisque N(S; U Sy) > N(S1).

On retrouve ainsi formellement la premiere source de suradditivité (stricte) annoncée
dans l'introduction : 'existence de seuils critiques de voix pour pouvoir se maintenir seul au
second tour.

Composante prime majoritaire du jeu Examinons maintenant la fraction des sieges cor-
respondant a la prime attribuée a la liste arrivée en téete.

Il est immédiat de vérifier que si la coalition S; est en mesure de se garantir la prime,
c’est aussi le cas de la coalition S7 U S5. En effet, si la liste S; est en mesure de se garantir
la prime, cela signifie que N(S;) > N(F;\S1) et N(S1) > N(F;) pour tout [ =1,..., J, 1 # j.
Mais alors nécessairement N (S U S3) > N(F;\(S1 U Ss)) et N(S; U S2) > N(F;) pour tout
l=1,..,J,1 # j, ce qui montre le résultat.

10



Conisdérons maintenant le cas ol aucune des deux coalitions n’obtient la prime seule :
Virime(S1) = Virime(S2) = 0. 11 est immediat de vérifier que Vpyime(S1 U S2) > Vipime(S1) +
Virime(S2), avec égalité stricte lorsque la coalition Sy U Sy arrive en téte, c’est a dire lorsque
N (Sl U SQ) > N(F}\(Sl U Sg) et N (Sl U SQ) > le{lmaﬁ 1) N(E)

On retrouve ainsi formellement la seconde source de suradditivité (stricte) annoncée dans
I'introduction : 'existence d’une prime majoritaire.

Puisque sur chacune des parties du jeu (la partie proportionnelle et la partie prime), la
coalition S; U Sy se garantit un paiement au moins aussi élevé que la somme des paiements
que se garantissent les coalitions S; et Sy séparément, on a montré que le jeu était suradditif.

3 Solutions de Partage

Dans la section précédente, nous avons construit un jeu coopératif a utilité transférable décrit
par sa fonction caractéristique V' sur 'ensemble des joueurs {1, 2, ..., M?}, ol une alliance est
possible si et seulement si elle appartient a ’ensemble C des coalitions admissibles. Au terme
des discussions/négociations attachées au jeu d’alliance, les formations politiques concluent
une ou plusieurs alliances, et au sein de chacune d’elles se mettent d’accord sur le partage
des sieges. Cette derniere décision est mise en oeuvre par un ordonnancement sophistiqué
des membres de chaque liste. Comme nous I'avons indiqué, le travail est fait ici en ignorant
(une fois I'alliance formée) les incertitudes sur le vote des électeurs au second tour.

Sur le plan mathématique, un résultat comporte donc deux parties : une structure de
coalitions définie par une partition des joueurs en coalitions (alliances), (S?), ., g, ou 57 € C
pour tout ¢, et un partage z = (1, x2, ..., Tp2) tels que :

Z x; = V(57 pour tout ¢ =1,...,Q.

€54

Dans cette définition conventionnelle en théorie des jeux coopératifs, la prédiction est
double : quelles sont les alliances formées et comment les membres de ces alliances se
partagent-ils les sieges lorsque le pouvoir de l'alliance S est évalué sur la base de V(5).
Nous allons ici faire I'impasse sur la premiere question et nous concentrer exclusivement sur
la seconde, en faisant ’hypothese que les coalitions maximales se forment.

Nous avons déja indiqué que le jeu est suradditif et donc qu’en principe les joueurs n’ont
rien a perdre a participer a une alliance totale. Il est cependant abusif de prétendre que la
suradditivité a elle seule conduit a la formation des coalitions maximales. En effet, s’il y a
un effet de seuil comme dans le cas d’un jeu avec prime seulement, le rendement de joueurs
supplémentaires devient nul une fois le seuil passé et ’on doit s’attendre a ce que les solutions
de partage ignorent completement certains joueurs; en pareil cas, il est naturel de considérer
que lalliance qui s’est formée est celle des joueurs recevant un paiement positif. Dans le cas
par exemple ot M? = 3 formations sont sur un pied d’égalité au soir du premier tour et
qu’aucune alliance n’est taboue alors on peut s’attendre a ce que deux s’allient au détriment
de la troisieme bien que le jeu soit suradditif. Mais quelle formation restera sur la touche
si I'on refuse de fixer un protocole contraignant (c’est a dire engageant) du type de celui de
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Baron-Ferejohn ? Dans ce contexte symétrique, on peut aussi tres bien concevoir qu’inquiets
d’étre la formation isolée, les trois joueurs s’entendent solennellement sur la grande coalition
et un partage correspondant des siéges. On peut aussi concevoir de fagon ad hoc (c’est a
dire pour des raisons non décrites dans le modele lui-méme) que des ”impératifs” politiques
extérieurs forcent a la formation de la grande coalition.

Quoi qu’il en soit, on considere donc dans la suite que se forment les coalitions maximales,
c’est a dire la partition IF.8 Il reste & expliquer comment va se déterminer le partage des sieges.
Contrairement a un jeu non-coopératif dans lequel les stratégies des joueurs sont clairement
spécifiées, la fonction caractéristique V' d’un jeu TU résume simplement le résultat produit
par chaque coalition de joueurs. Suivant l'interprétation due a Moulin : “Insistons sur le
fait que l'issue du jeu ne dépend plus du comportement stratégique des joueurs concernés,
mais que au contraire le pouvoir de décision est remis, indivisible, entre les mains de la
collectivité chargée d’arbitrer souverainement les conflits d’opinions de ses membres. Le point
essentiel est l'obligation de coopérer dans la prise de décision : le pouvoir dont disposent
les joueurs individuels et les coalitions de joueurs sert seulement de facon indirecte. Les
joueurs n’utilisent pas ce pouvoir comme une menace, mais la collectivité en tient compte
pour déterminer si tel ou tel partage est injuste envers eux.”

3.1 La Norme de Proportionnalité

Une premiere solution, dont le lien avec la théorie des jeux coopératifs exposée ci-dessus
n’est pas immédiat, consiste a retenir un partage ou la part de chaque formation m dans la
grande alliance est proportionnelle & la valeur N} représentant son score électoral au soir
du premier tour. Cette solution n’est pas définie pour un jeu coopératif quelconque mais
s’applique directement au jeu coopératif défini dans la section précédente. D’une certaine
maniere, comme nous le verrons par la suite, cette norme représente la base de discussion
proposée par les leaders des trois formations de gauche lors les régionales de 2010 auxquelles
nous consacrerons la section 4 de cet article.

La définition de cette solution tres simple et tres naturelle ne nécessite en rien la ter-
minologie de la théorie des jeux. Elle a cependant donné lieu a une série de travaux en
théorie des jeux associés au nom du sociologue Gamson (1960) qui s’est posé le premier les
questions de la formation des coalitions dans le contexte ou les négociateurs ont les mains
liées par I'usage d’'une norme et de la détermination des partages de surplus en résultant.
Le jeu ainsi construit est cependant un jeu sans utilité transferable car les régles de partage

8Pour paraphraser Aumann et Dréze (1974), on peut ainsi dire de notre papier que ” If the reader wishes,
he may view the analysis here as part of a broader analysis, which would consider simultaneously the process
of coalition formation and the bargaining of the payoff... Our analysis has been concerned with this last
topic, and should thus be understood as a contribution to partial equilibrium analysis”. En fait, a part
quelques papiers ad hoc sur le sujet, la théorie des jeux coopératifs n’a pas développé une approche générale
et convaincante. C’est bien entendu dommage car nous partageons amplement le point de vue exprimé par
Maschler (1992): ” Consider a group of players who face a game. A basic question should be : What coalitions
will form and how will their members share the proceeds? In my opinion, no satisfactory answer has so far
been given to this important question. The current theory answers a more modest question: how would or
should the players share the proceeds, given that a certain coalition structure has formed?”.
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du surplus d’une coalition une fois celle-ci formée résultent d’une norme qui est exogene au
modele (comme par exemple la norme de proportionalité). Le jeu coopératif de Gamson
est donc un jeu ou toute l'attention porte sur la question : quelles(s) coalition(s) va (vont)
se former 7 Gamson et ses successeurs s’efforcent de répondre a cette question et de tester
empiriquement ou expérimentalement les prédictions proposées. Parfois ces prédictions® sont
clairement définies (unicité) mais souvent elles donnent lieu a de I'indétermination. Par ex-
emple, dans le cas symétrique évoqué dans I'introduction de cette section, les trois structures
ol un joueur reste sur la touche sont retenues. Ici, 'argument d’instabilité due a une possible
trahison ne tient pas : 'accord avec le partenaire ne le met pas en meilleure situation. En
revanche tout écart minime par rapport a la symétrie brise cette multiplicité.

Ici, notre référence a Gamson est donc un peu abusive car nous signifions seulement par
la le partage des sieges dans la grande coalition résultant de I'application de la norme de
proportionnalité. Nous nous conformons ici a un usage terminologique qui s’est répandu
en science politique comme 'attestent par exemple les travaux sur la répartition des porte-
feuilles ministériels dans le processus de formation des gouvernements de coalition (Brown
et Frendreis (1980), Carroll, Cox et Pochon (2004), Fréchette, Kagel et Morelli (2004), Laver
(1998), Laver et Schofield (1998), Laver and Shepsle (1996), Warwick et Druckman (2001)).
Bien que dans les cas des élections régionales la norme de proportionnalité ait été maintes
fois évoquée par les tutelles nationales des formations politiques, il n’est pas clair qu’elle ait
agi comme une contrainte rigide dans les processus de négociation qui se sont déroulés a
I’échelon régional.

3.2 Le Nucléole et la Valeur de Shapley

Les définitions formelle du nucléole et de la valeur de Shapley du point de vue de la théorie
des jeux coopératifs apparaissent dans 'appendice 1. Le nucléole, comme d’ailleurs la valeur
de Shapley, suppose que les négociateurs ne se sentent pas liés a ’avance par des normes ou
pratiques qui limiteraient leurs pouvoirs : le jeu est maintenant un authentique jeu a utilité
transférable. Il s’agit de tester la résistance d’une proposition x aux pouvoirs de négociation
des joueurs tels qu’ils sont reflétés par les valeurs de la fonction caractéristique V'1°.
Commengons par donner quelques définitions. Soit un jeu coopératif TU arbitraire (N, V)
ou N ={1,...,n} avec n > 2 est un ensemble fini de joueurs et V est une fonction qui
associe un nombre réel V(S) & chaque sous-ensemble S de V! 1l est supposé que V(&) = 0.

Nucléole Nousnoterons X;p ={y € R" | Y7 v; = V(N), y; > V({j}), Vj € N} I'ensemble
des imputations, c’est a dire ’ensemble des partages qui sont individuellement rationnels,
ou un partage est dit rationnel s’il garantit a chaque joueur ce qu’il peut obtenir seul s’il ne
noue aucune alliance. Un arrangement x € X i est ainsi une répartition des sieges dans la

9Voir Le Breton, Ortuno-Ortin et Weber (2008).

0L e lecteur trouvera dans I’appendice 6 une présentation plus détaillée de ces deux solutions et de leurs
relations avec d’autres solutions comme par exemple le noyau, I'’ensemble de marchandage et le coeur. 11 y
trouvera aussi une discussion informelle de la logique objection/contre-objection a I’oeuvre dans ces solutions.

10n supposera ici que toutes les coalitions sont admissibles.
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grande coalition qui respecte le pouvoir des joueurs pris isolément. Pour toute imputation
x € Xy on calcule 0(x) le vecteur de dimension 2" dont les coordonnées sont les nombres

e(S,z) =V(S) — le

i€S

pour ) € S C N, ordonnés des plus grands vers les plus petits, c’est a dire tels que,
0'(x) > 67(z) for 1 <i < j<2m

Le nombre (S, x) est appelé l'exces de la coalition S : plus ce nombre est élevé, plus la
coalition S a lieu d’étre mécontente du partage reflété par x.

Le nucléole'? de (N, V) est I'unique vecteur N, (V) = x* € Xrx tel que 6(z*) est minimal,
au sens de lordre lexicographique dans 'ensemble {0(y) | y € X x}.!3

Valeur de Shapley La valeur de Shapley Sh (V) (Shapley (1953)) du jeu V est quant a
elle le vecteur Sh (V') défini comme suit :

shwv)= 3 BRI gy ) - vis)).
SCN\{i} ’

3.3 Une illustration des relations entre ces solutions de partage

Une des questions que 'on peut se poser est de savoir dans quelle mesure le nucléole et
la valeur de Shapley different ou non de facto de la norme de partage proportionnelle de
Gamson, dans le jeu d’alliances électorales qui nous intéresse ici.

Pour comprendre la nature de ces divergences potentielles, considérons I’exemple tres
simple suivant. Reprenons les notations introduites dans la section 2, et considérons le cas ou
Nyt = 100, K =1,C ={{1,2,3},{4}},a=0.05,@ = 0.10, et N* = (0, 30,36 — z,8,26 + x)**
avec 15 < x < 25. La quatrieme formation politique est présente au second tour mais d’apres
notre hypothese sur C, elle ne peut faire partie d’aucune alliance, i.e. le jeu d’alliance reste
un jeu a trois joueurs. En choisissant des valeurs différentes du parametre x dans l'intervalle
[15,25], on couvre une partie des configurations possibles. Par exemple lorsque x = 25,
N' = (0,30,11,8,51) et, dans ce cas, la prime échoit & la formation 4 méme en cas de
formation de la coalition maximale {1,2,3}. Lorsque x = 22, seule la coalition {1, 2,3} peut
se garantir la prime. Enfin lorsque x = 19, la coalition {1,2} peut se garantir la prime (le
joueur 3 n’est pas indispensable). Nous allons considérer sucessivement ces trois cas.

Exemple 1 : z =25 Dans ce cas, N' = (0,30, 11,8, 51), et nous obtenons :

12 Nucleolus en Anglais.

13Plus généralement, on pourrait considérer n’importe quel sous-ensemble X convexe et compact de R*
comme ensemble des plateformes de négociation concevables

140n abandonne ici la convention selon laquelle les listes sont classées par score de premier tour décroissant.
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((0siS={3}

Bt si S = (1)

ﬁ*wo si S ={2}

V(S)={ Bx*-= 100 si S =1{1,3}

Bk si S ={2,3}
5*—1~5*044565 si S ={1,2}
| B+ i 5 ={1,2,3}

Dans le cas ou f = %, pour le nucléole, on obtient :

Nu(l) = 0.23391,
Nu(2) = 0.09141,
Nu(3) = 0.04217.

En revanche, pour la valeur de Shapley, on obtient :

Sh(1) = 0.23946,
Sh(2) = 0.09696,
Sh(3) = 0.0311.

Bien que différentes, les deux solutions de partage prédisent des parts assez voisines pour
le premier joueur. La manne totale est ici de = 100 * 0.75 = 0.367 5. Exprimés en proportion
de cette manne accessible a la grande coalition {1,2,3}, les vecteurs de répartition sont
égaux a (0.63649;0.24873;0.11475) pour le nucléole et (0.65159;0.263 84;0.08462) pour
Shapley alors que la clef de Gamson vaut (0.61224;0.22449;0.16327). Ici les solutions de
marchandage different de Gamson s’agissant du troisieme joueur, qui s’en écartent de 5
points de pourcentage (pour le nucléole) et 10 points de pourcentage (pour Shapley). Dans
les solutions de marchandage, le troisieme joueur patit du fait que s’il ne noue aucune
d’alliance, il n’obtient aucun siege.

Exemple 2 : 1z =22 Considérons maintenant le second cas. La répartition des voix est
alors N' = (0,30,14,8,48) et

((0siS={3}

B * 100815 {1}
5*100515 {2}

V(S) = 6*100 si S ={1,3}

B siS ={2,3}

B g™ B 04782651 5 = {1,2)
| B35+ (1—P)si S ={1,2,3}

Pour le nucléole, on obtient :
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Nu(l) = 0.32833,
Nu(2) = 0.20833,
Nu(3) = 0.10333.

tandis que pour la valeur de Shapley, on obtient :

Sh(1) = 0.32311,
Sh(2) = 0.20311,
Sh(1) = 0.11377

La manne totale de 0.64 est ici partagée selon les proportions (0.504 86;0.317 36;0.1777)
pour Shapley et (0.51302;0.32552;0.16145) pour le nucléole. A contraster avec la clef de
Gamson qui vaut (0.576 92, 0.269 23, 0.153 85). Dans ce cas, les deux solutions de marchandage
différent peu de Gamson s’agissant du troisieme joueur. La différence est en revanche sig-
nificative entre les deux premiers joueurs au profit du second qui gagne ici de l'ordre de
5%. Comment s’expliquent ces différences ? Concernant le joueur 2, il est dans cette con-
figuration indispensable pour obtenir la prime. Ceci lui permet de revendiquer un tiers de
la prime (& la fois pour le nucléole et pour Shapley), ce qui est une proportion plus forte
que celle représentée par sa part des voix de premier tour dans la coalition. Concernant
le troisieme joueur, les deux composantes du jeu affectent son pouvoir de négociation de
maniere contradictoire. Ainsi que vu dans I'exemple précédent, la partie proportionelle du
jeu lui est défavorable (par rapport a la norme de proportionnalité) : en effet, sans alliance,
il n’obtient aucun siege, ce qui le met en position de faiblesse. En revanche, la partie prime
lui est favorable, dans la mesure ou, comme le joueur 2, il est nécessaire a I'obtention de
la prime. Ces deux effets se compensent, et on obtient des valeurs pour les solutions de
marchandage proches de la norme de proportionnalité.

Exemple 3 : x =19 Considérons maintenant le troisieme cas. La répartition des voix
est alors N!' = (0, 30,17,8,45) et :

((0siS={3}
6*%8%52{1}
B*WS?S:{Q}
V(S) =14 Bx.5siS=1{13}
Bx 2251 S ={2,3}
Bxat+(1—p)~p3x051087+ (1—8)siS={12}
| B2+ (1-P)si S ={1,2,3}

Pour le nucléole, on obtient :
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Nu(1l) = 0.36755,
Nu(2) = 0.27005,
Nu(3) = 0.01467,

tandis que, pour la valeur de Shapley, on obtient :

Sh(1) = 0.36511,
Sh(2) = 0.26761,
Sh(3) = 0.0297.

La manne totale de 0.662 5 est ici partagée selon les proportions (0.551 11; 0.403 94; 0.044 83)
pour Shapley et (0.55479;0.40762;0.02214 ) pour le nucléole. A contraster, & nouveau,
avec la clef de Gamson (0.54545;0.30909;0.14545). Dans ce cas, les deux solutions de
marchandage sont aussi tres voisines. La part du gros joueur est voisine de sa part de Gam-
son. En revanche, I’écart entre le marchandage et Gamson est significatif pour les joueurs 2
et 3. En particulier, le joueur 3 patit du fait que non seulement il ne peut pas se maintenir
seul, mais qu’en plus dans cette configuration, les deux autres joueurs n’ont pas besoin de
lui pour se garantir la prime.

Ces trois cas sont loin d’épuiser toutes les configurations. Ils ont pour vocation d’illustrer
le principe de construction de la fonction caractéristique, du calcul des deux solutions de
marchandage et de la comparaison avec Gamson. Les calculs refletent naturellement les
implications qualitatives d’une évolution des forces respectives des trois joueurs dans le
calcul des solutions de marchandage. Le joueur 3 a une position de marchandage assez
faible car il doit compter sur au moins I'un des deux autres pour rester au second tour. Du
point de vue de la partie proportionnelle, cette faiblesse lui cotite beaucoup par comparaison
avec Gamson. En revanche, quand l'obtention de la prime devient un enjeu, alors il peut
tres bien tirer son épingle du jeu si sa participation est essentielle (exemple 2). Dans cette
composante du jeu, ce ne sont pas les scores électoraux du premier tour, en tant que tels,
qui comptent mais plutot la structure des coalitions gagnantes. Dans I’exemple 2, le joueur
3 récupere un pouvoir de négociation significatif qu’il perd a nouveau dans l'exemple 3.
L’intérét des calculs est, bien entendu, de quantifier les écarts éventuels entre les solutions
de marchandage et entre celles-ci et la solution de Gamson. Cette estimation quantitative
est une étape essentielle et incontournable dans la construction d’un modele économétrique
dont I'ambition serait d’expliquer comment se fait le partage lorsqu’il est supposé résulter
d’'un marchandage. Rejeter ou accepter cette hypothese sur la base des données observées
en mettant en place un authentique modele statistique nécessiterait une modélisation plus
complexe qui est discutée en conclusion.
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3.4 Introduction d’une typologie des configurations électorales

Les exemples illustratifs proposés ci-dessus mettent bien en évidence 'importance des deux
sources de suradditivité du jeu, identifiées en section 2.3. Cette suradditivité provient d’une
part de la composante proportionnelle du jeu (quelles sont les listes qui ont besoin d’une
alliance pour pouvoir se maintenir au second tour 7) et d’autre part de la composante prime
majoritaire du jeu (quelles sont les coalitions qui peuvent se garantir ’obtention de la prime

7)

Les détails pratiques des calculs des solutions de marchandage (relégués dans les appen-
dices 2 pour le nucléole et 3 pour la valuer de Shapley), ainsi que les écarts des solutions de
marchandage par rapport au partage de Gamson, vont dépendre du croisement de ces deux
criteres (”quelles sont les listes qui ont besoin d’une alliance pour pouvoir se maintenir au
second tour ?” d’une part, et ”"Quelles sont les coalitions qui peuvent se garantir I’obtention
de la prime ?” d’autre part).

Dans la section suivante consacrée aux élections régionales de mars 2010, nous détaillerons
la typologie des configurations résultant du croisement de ces deux criteres, et nous classerons
les régions métropolitaines en fonction de cette typologie.

4 Application aux Elections Régionales de Mars 2010

Au soir du premier tour des élections régionales, le dimanche 14 Mars 2010, les différentes
formations politiques découvrent leurs scores, région par région. Au nombre des formations
politiques susceptibles (ex ante) de se maintenir seules au second tour dans au moins une

région (c’est a dire les formations m telles que > a = 10% dans au moins une

Niot—Ng
région) figurent les listes constituées autour du Parti %ocialiste (PS), de I'Union pour la
Majorité Présidentielle (UMP), du Mouvement pour la Démocratie (MoDem), d’Europe
Ecologie (EE), du Front de Gauche (FG) et du Front National (FN). Seuls le PS et 'UMP
ont dépassé ce seuil des 10% dans toutes les régions. Au nombre des formations politiques
susceptibles de pouvoir s’allier dans certaines régions (c’est a dire les formations m telles

N1 . -~ .
que o > a = 5% dans au moins une région) figurent, en plus, le Nouveau Parti
ot—4Y0

Anticapitaliste (NPA).

A quels jeux d’alliance allons-nous consacrer notre attention ? Pour I’heure, nous laissons
de coté la Corse et les trois régions d’Outre Mer qui sont plus complexes a étudier car
le jeu d’alliance n’est pas aussi simple que celui retenu pour formaliser ’environnement
électoral des 21 régions métropolitaines. Pour celles-ci, si aucune alliance n’était ”interdite”
(jugée stratégiquement ou idéologiquement non souhaitable, politiquement incorrecte ou
diabolisée), 'UMP, le MoDem et le Front National seraient des joueurs a part entiere. Dans
plusieurs régions le MoDem dépasse le seuil des 5% et dans une région il dépasse celui des
10%. Le FN dépasse le seul des 5% dans toutes les régions et dépasse tres souvent le seuil
des 10%. En supposant qu’une alliance du MoDem avec 'UMP ou avec le PS ou encore avec
EE ou qu’une alliance du FN avec ’'UMP soient dans le champ des possibles, on obtiendrait
un jeu d’alliances a 5 joueurs. Nous avons au contraire retenu ici les hypotheses suivantes
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sur les alliances admissibles. Nous écartons ici (en conformité avec le contexte politique de
ces élections) la participation du FN et du MoDem a une quelconque alliance. L'UMP (ou
plus exactement la pré-alliance Majorité Présidentielle) devient donc complétement isolée. 11
ne reste alors que trois joueurs potentiels, a savoir les trois principales formations de gauche:
le PS, Europe Ecologie et le Front de Gauche. Dans 17 régions, ces trois partis ont présenté
des listes séparées au premier tour, ce qui fait que le jeu d’alliances d’entre deux tours est a
trois joueurs. Dans quatre régions (Basse Normandie, Bourgogne, Champagne, Lorraine), il
y a eu une pré-alliance électorale (avant le premier tour) entre le PS et FG, et donc que le
leu se réduit en fait a un jeu a deux joueurs, entre la liste d’'union PS-FG et la liste EE.

Avant de procéder a un examen combinatoire de ’ensemble des configurations concev-
ables (selon le croisement des criteres définis en 3.4) et a un recensement plus pratique du
sous-ensemble pertinent dans le cas des données régionales dont nous diposons, nous allons
étudier plus en détails trois régions, et calculer pour celles-ci les parts allouées a chacun
des partenaires de 'alliance. A chaque fois, nous reporterons les parts observées, les parts
résultant des deux modeles de négociation envisagés ici (nucléole et valeur de Shapley) et
enfin les parts découlant d’une norme a priori comme le principe de proportionalité.

Précisément nous considérons en détail les cas de ’Aquitaine, de I’Auvergne et de la
Bretagne. Les deux régions Aquitaine et Auvergne sont choisies en raison du fait qu’elles
représentent, parmi les régions ou le Front de gauche est en position de se maintenir au
second tour, deux cas polaires realtivement a la force du PS dans les négociations avec ses
alliés potentiels. En Aquitaine, le PS est extrémement fort, dans la mesure ou ses deux
alliés potentiels ont besoin de lui pour se maintenir au second tour, et qu’il n’a pas besoin
d’alliance pour remporter la prime majoritaire. En Auvergne au contraire, Europe Ecologie
et le Front de gauche peuvent se maintenir seuls, et le PS a besoin d’une alliance avec un de
ces deux partenaires pour ’emporter au second tour. Les résultats obtenus pour la valeur
de Shapley et le nucléole dans ces deux régions constituent donc les bornes extrémes de ce
qu’on peut s’attendre a observer ailleurs dans les autres régions (cf. la typologie des régions
en 4.4). Le cas de la Bretagne est également intéressant & considérer, puisque c’est un des
rares exemples ou les négociations d’entre deux tours entre le PS et Europe Ecologie ont
échoué, et ou les deux listes se sont présentées séparément au second tour.

4.1 Aquitaine

L’Aquitaine est une région dans laquelle le Parti Socialiste est en position de force lors des
négociations d’entre deux tours face a ses alliés potentiels. En effet, les écologistes et le Front
de gauche sont dans l'incapacité de se maintenir au second tour sans alliance avec le PS. De
plus, le PS dispose d'une avance suffisamment importante sur 'UMP pour étre assurer de
remporter 1’élection méme s’il ne noue aucune alliance.

Résultats de 1’élection Dans cette région, K = 85 sieges sont a pourvoir. Les résultats
détaillés de I’élection sont rapportés dans le tableau Al de 'appendice 4 (données obtenues
sur le site internet du Ministére de I'Intérieur).
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Premier tour Au premier tour de I’élection le 14 mars 2010, P! = 11 listes sont en
lice et N;o; = 2 280 634 électeurs sont inscrits. Le nombre d’abstentionnistes est 1 150 523
(nombre d’inscrits moins nombre de votants). Le nombre de bulletins blancs ou nuls est 48
912. La somme des abstentionnistes et des bulletins blancs ou nuls est donc Nj = 1 199 435.

En classant les liste par score de premier tour décroissant, la liste socialiste obtient un
nombre de voix Ni = 406 871, la liste UMP N; = 238 367,..., jusqu’a la liste menée par
X.-P. Larralde qui obtient N}; = 230 voix.

Deuziéme tour Ici, R? = 3 listes ont dépassé le seuil de 10% et sont en état de se
maintenir seules, il s’agit des listes PS (37.6% des suffrages exprimés au premier tour), UMP
(22.05%) et MoDem (10.4%). Trois listes ont obtenu un pourcentage de suffrages exprimés
compris entre 5 et 10 % et sont aurorisées a fusionner avec une des trois premieres listes
: ce sont les listes Europe Ecologie (9.75%), FN (8.3%) et Front de Gauche (5.95%). Les
cinq listes restantes ne peuvent pas participer au second tour. On a donc ici M? = 6 listes
pouvant potentiellement participer au second tour.

Dans cette région, P? = 3 coalitions sont effectivement présentes au second tour : la liste
UMP et MoDem se maintiennent telles qu’au premier tour, et une liste d’union de la gauche
réunit les socialistes, les écologistes et le Front de gauche. Le FN n’a fusionné avec aucune
liste.

La liste d’union de gauche obtient N = 643 767 voix au second tour (ce qui correspond
a 56.33% des suffrages exprimés au second tour), la liste UMP N2 = 320 105 voix (28.01%)
et la liste MoDem NZ = 178 852 voix (15.65%).

Le partage des sieges entre ces trois coalitions se fait alors comme suit. La liste de gauche
obtient la prime & la liste arrivée en téte, qui correspond & une fraction 1—5 = 25% des sieges.
Les sieges restants (en proportion 8 = 0.75) sont attribués de maniere proportionelle aux
scores de second tour. Ce qui donne au total pour la liste de gauche un pourcentage théorique
de sieges égal & 0.25 4 (0.75 % 0.5633) = 67.25%, pour la liste UMP 0.75 % 0.2801 = 21.01%,
et pour la liste MoDem 0.75 % 0.1565 = 11.74% des sieéges. Le nombre de sieges & pourvoir
étant de K = 85, ceci fait donc un nombre théorique de sieges égal a 57.17 pour la gauche,
17.86 pour 'UMP et 9.98 pour le MoDeM. La regle d’arrondis a des nombres entiers donne
en fait le partage suivant: 58 sieges pour la gauche, 17 pour 'UMP et 10 pour le MoDeM.

Partage des sieges au sein de la liste de gauche Discutons a présent la répartition
des 58 sieges au sein de la coalition de gauche.

Pour simplifier I'interprétation des calculs, on désigne respectivement par Nps, Nyap,
Nytonem, Neg et Npg le nombre de voix de premier tour de, respectivement, le PS, 'UMP,
le MoDem, Europe Ecologie et le Front de gauche!®. On note N = Npg+ Nyarp + NisoDem +
Ngg + Npg la somme de ces voix.

Partage observé On observe que la répartition suivante a été effectuée : le PS a obtenu
45 sieges, les écologistes 10, et le front de gauche 3. Exprimés en pourcentages des sieges que

5Pour plus de lisibilité, dans toute cette sous-section, I'indice des partis est remplacé par leur sigle. Par
ailleurs, on abandonne ’exposant 1 qui fait référence au premier tour de 1’élection.
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la coalition avait a partager, on obtient les nombres rapportés dans la colonne ”Observé” du
tableau 1.

[Insérer le tableau 1]

Notre objectif est maintenant de comparer cette répartition a une regle de partage a la
Gamson, a la valeur de Shapley et au nucléole.

Reégle de partage de Gamson La regle de partage de Gamson stipule que le partage des
sieges obtenus par la coalition se fait de maniere proportionnelle au poids électoral de chacun
des membres de cette coalition. En admettant que le poids électoral de chaque parti dans
la coalition est lui-méme proportionnel a son score de premier tour, on voit que dans cette
coalition le PS a un poids électoral de NL = 70.6%, les écologistes de 18.3% et

., Nps+Nee+Nrg ! o L.
le front de gauche de 11.2%. Exprimés en pourcentage des sieges que la coalition avait a
partager, la norme de proportionnalité attribue donc aux différents membres de la coalition

les sieges indiqués dans la colonne ”Gamson” du tableau 1.

Fonction caractéristique La fonction caractéristique du jeu décrivant le gain électoral
de chacune des coalitions possibles au sein de la gauche est le suivant (en pourcentage des
sieges a pourvoir dans la région) :

( pNestNoptNea 4 (1 — ) = 71.6% si S = {PS, EE, FG}
ﬁNps-i-NEE + (1 — 5) =69.5%si S = {PS7 EE}

N—Npc

pNestlic 4 (1 - 8) = 68.0% si S = {PS, FG}

N—Ngg
V(S)={ 0%si S = {EE,FG}
5#;]% +(1—-p5)=653%si S={PS}

0si S ={EE)
| 0si S={FG}

Par exemple, si la grande coalition de gauche se forme, elle obtient, avec nos hypotheses
sur le comportement des électeurs, une fraction w des sieges répartis a la pro-
portionnelle, plus les sieges alloués au titre de la prime. Si les écologistes ne nouent au-
cune alliance, ils ne remportent aucun siege. Si le parti socialiste ne noue aucun alliance,
les socialistes auront Npg voix, 'UMP Ny p et le MoDem Nyjopem, les écologistes et le
front de gauche ne pouvant se maintenir sans alliance avec le PS. Le PS remporte donc

Npg d ., . N ,
es suffrages exprimés. Il remporte la fraction (1 — 3) des sieges alloués

NPs+NUMP+NMoDem% g p p N ( 6> g

au titre de la prime a la liste arrivée en téte, ainsi que L2 % de la fraction (3

N Nps+Nump+Npyobem
sleges restants.
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Valeur de Shapley A titre illustratif, on détaille ici le calcul de la valeur de Shapley.
Disposant de la fonction caractéristique du jeu, on peut a présent calculer la contribution
marginale de chacun des trois partis PS, EE et FG a la grande coalition, selon son ordre de
formation. Cette contribution est exprimée en pourcentages des sieges a pourvoir dans la
région. La valeur de Shapley est la moyenne de ces contributions marginales, elle est calculée
dans la derniere ligne du tableau.

Ordre Contribution de PS Contribution de EE Contribution de FG

e | Byt 0) | 6 (Mol ) | g (MeetdigeiieeNesgler )
e G e = Rl Ll G = )
pepsre | fRESEREE (1 — ) 0 3 (NPS+N§E+NFG _Nﬁi}i?)
EE-FG-PS 5&%ﬂ+(1 —-05)10 0

FG-PS-EE 51\%%—%(1 - 5) I6] (NPS+NZ}€7E+NFG_NJJ\;S:}—VJZZG) 0

rorpps | fRESENEEENRG (1 — B) | O 0

Shapley | 68.54% 1.92% 1.16%

On voit dans le tableau que la valeur de Shapley attribue au PS l'intégralité des sieges
associés a la prime.

Regardons maintenant la part des sieges attribués au PS au titre dela composante pro-
portionnelle du jeu. On voit que dans tous les cas, la contribution marginale du PS est
supérieure a % Ceci est la conjonction de deux effets, que nous baptiserons ”effet main-
tien” et "effet dilution”. L’effet maintien correspond au fait qu’en nouant une alliance avec
des partis qui n’ont pas passé le seuil des 10%, le PS leur permet de se maintenir, et donc
autorise la captation des voix des électeurs de premier tour de ces partis. Il est visible dans
les lignes correspondant a ’ordre de formation EE-PS-FG ou le PS permet a EE de se main-
tenir, dans la ligne FG-PS-EE ou le PS permet a FG de se maintenir, et enfin dans les lignes
EE-FG-PS et FG-EE-PS ot il permet a la fois a EE et a FG de se maintenir. Le second effet,
appelé effet dilution, provient du fait que si le PS ne noue pas d’alliance (ou ne noue pas
toutes les alliances possibles), il est en mesure d’exclure certaines formations du second tour.
Ces formations absentes, a nombre de voix donné pour le PS; les voix PS de premier tour
représentent un pourcentage plus important des suffrages de second tour. Cet effet est par
exemple visible dans les ordres de formation PS-EE-FG ou PS-FG-EE ot la part des suffrages

Np . , . . Np , NET)
recus par le PS vaut w—xLtS5— N g €€ qui est supérieur a =£2. 1l est également a l'oeuvre

quand le PS rejoint EE seul ou FG seul.

Ayant calculé les valeurs de Shapley exprimées en pourcentages de sieges dans la région,
on peut maintenant calculer comment les sieges obtenus par la gauche auraient été partagés
si le partage s’était fait proportionnellement aux valeurs de Shapley. Le PS aurait remporté
95.7% sieges, les écologistes 2.7% et le front de gauche 1.6%. Ces chiffres sont donnés dans
la colonne ”Shapley” du tableau.1.

Le Nucléole Sous I’hypothese retenue ici que le PS peut se garantir la prime sans alliance,
le calcul du nucléole releve du cas 3.A. dans la typologie définie plus loin et reprise dans les
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appendices, et donc en utilisant les formules de I'appendice 2, on trouve pour le nucléole :

Nu(PS) = (0.75)( Nes 1_Nps + Nrg ( Neo Nrc >>+(0.25)

+ +
N —Ngg —Npg 2N — Ngg — Npg \N — Np¢ N — Ngg
1 Ngp+ Nrg Negg+Nre  Nrg
2N — Ngg — Nrg N N — Ngg
Ngg + Nrca B Ngg
N N — Npg

Nu(EE) = (0.75)

1  Ngg+ Npg
Nu(FG) = (0.75)5 _E];E[EE —FNFG (

c’est a dire ici:

Nu(PS) = 68.74%,
Nu(EE) = 1,82%,
Nu(FG) = 1.06%.

Ayant calculé le nucléole en pourcentages de sieges dans la région, on peut maintenant
calculer comment les sieges obtenus par la gauche auraient été partagés si le partage s’était
fait proportionnellement aux valeurs attribuées a chacun des joueurs par le nucléole. Le PS
aurait remporté 96.2% des sieges, les écologistes 2.5% et le Front de gauche 1.5%. Ces chiffres
sont donnés dans la colonne ”Nucléole” du tableau 1.

La configuration de I’Aquitaine est un cas extréme de domination du PS, qui domine ses
deux partenaires potentiels sur les deux tableaux : il n’a pas besoin d’eux pour la prime et
ils ont besoin de lui pour exister au second tour. Sans surprise, dans ce cas les logiques de
négociation, que ce soit Shapley ou le nucléole, conduisent a lui attribuer la part du lion.
On est loin des résultats observés ou la part du PS s’éleve a 77.6%. Cette valeur est plus
proche de la logique de Gamson.

Comme nous le verrons dans la sous-section 4.4, les configurations de Haute-Normandie
et du Languedoc sont qualitativement similaires a celle de I’Aquitaine.

4.2 Auvergne

L’Auvergne est une région o, au contraire, le PS est en position assez défavorable. En effet,
les écologistes et le Front de gauche peuvent se maintenir sans nouer d’alliance. De plus,
le PS a besoin d’au moins un allié pour remporter la prime de 25% des sieéges accordée au
parti arrivé en téte, et on ne peut pas méme exclure qu'une alliance entre les écologistes et
le Front de gauche n’arrive en téte si le PS fait cavalier seul.

Résultats de 1’élection

Premier tour K = 47 sieges sont a pourvoir. Les résultats détaillés de 1’élection sont
rapportés dans le tableau A2 de 'appendice 4
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Au premier tour de I’élection, P! = 8 listes sont en lice et N, = 994 160 électeurs sont
inscrits.

En classant les listes par scores de premier tour décroissants, la liste UMP obtient un
nombre de voix N = 137 232, la liste PS Nj = 133 925, la liste Front de gauche N3 = 68
146, la liste écologiste Nf = 51 106...

Deuxiéme tour En Auvergne, R? = 4 listes ont dépassé le seuil de 10% et sont en état
de se maintenir seules : il s’agit des listes UMP, PS, Front de gauche et écologiste. Le FN
obtient 8.4% des suffrages et ne peut se maintenir sans alliance. Les trois listes restantes ne
peuvent pas participer au second tour. On a donc ici M? = 5 listes pouvant potentiellement
participer au second tour.

Dans cette région, P2 = 2 coalitions sont effectivement présentes au second tour : la
liste UMP se maintient telle qu’au premier tour, et une liste union de la gauche réunit les
socialistes, les écologistes et le Front de gauche. Le FN n’a fusionné avec aucune liste.

Les résultats du second tour sont tels que la liste union de gauche arrive en tete avec
59.68% des suffrages exprimés. Elle obtient 33 sieges, contre 14 a la liste UMP.

Partage des sieges au sein de la liste de gauche Discutons a présent la répartition
des sieges au sein de la coalition de gauche. On désigne par Nps, Nyrip, Nyvopem, Neg €t
Nrqg les nombres de voix de premier tour respectifs du PS, de 'UMP, du MoDem, d’EE et
de FG. On note N = Nps + Nymp + Nyopem + Neg + Nrpg la somme de ces voix.

Partage observé On observe que la répartition suivante a été effectuée : le PS a obtenu
17 sieges, le front de gauche 9 et les écologistes 7. Exprimés en pourcentages des sieges que
la coalition avait a partager, on obtient les nombres rapportés dans la colonne ”Observé” du
tableau 2 ci dessous.

[Insérer le tableau 2]

Reégle de partage de Gamson La regle de partage de Gamson stipule que le partage
des sieges obtenus par la coalition se fait de maniere proportionnelle aux scores de premier
tour. Cette regle implique un pourcentage de sieges de m = 52.9% pour le PS,
de 26.9% pour le Front de gauche et de 20.2% pour les écologistes, rappelé dans la colonne

”Gamson” du Tableau 2.

Fonction caractéristigue Que peuvent espérer les écologistes et le Front de gauche s’ils
forment entre eux une coalition excluant le PS ? Au vu de leurs scores, le plus probable est
qu'une telle alliance ne puisse remporter la région, et que 'UMP I'emporte (on appellera
cette hypothese variante 1). Cependant, I’écart avec 'UMP de cette coalition est de moins de
4 points de pourcentages des suffrages exprimés au premier tour, et il n’est pas complétement
impossible que cette coalition puisse étre victorieuse (on appelle variante 2 ’hypothese selon
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laquelle une coalition de gauche excluant le PS peut ’emporter au second tour). On étudie
successivement ces deux variantes.

Sous ces hypotheses, dans la variante 1, le gain électoral de chacune des coalitions possi-
bles au sein de la gauche est le suivant (en pourcentage des sieges a pourvoir dans la région)

( BNestNoptNee 4 (1 - ) = 73.6% si S = {PS, EE, FG}
gNesiNea 4 (1 — ) = 63.8% si S = {PS, FG}
pRestlee 4 (1 — 8) = 60.6% si S = {PS, EE}
pleeNee — 99 9% si § = {FG, EE}
5NPS =25.7% si S = {PS}
5NFG =13.1% si S = {FG}

| = = 9.8% i S = {EE}

Notons que la seule différence entre les variantes 1 et 2 réside dans le gain électoral que
peut se garantir la coalition formée des écologistes et du Front de gauche. Dans la variante
2,0ona:

BN eE + Nrg

V({FG,EE}) = ~

+ (1= B) = 47.9%.

Valeur de Shapley On peut a présent calculer la contribution marginale de chacun des
trois partis PS, écologiste et Front de gauche a la grande coalition, selon son ordre de
formation. Cette contribution est exprimée en pourcentages des sieges a pourvoir dans la
région. La valeur de Shapley est la moyenne de ces contributions marginales, elle est calculée
dans la derniere ligne de chaque tableau:

Variante 1

PS FG EE
PS-FG-EE | V({PS}) VH{FG}H) +(1-p) | V{EE})
PS-EE-FG | V({PS}) V({FG}) VH{EE})+ (1-p)
FG-PS-EE | V({PS})+ (1 —-08) | V{FG}) V({EE})
FG-EE-PS | V({PS})+ (1 —-08) | V{FG}) V({EE})
EE-PS-FG | V({PS})+ (1 —-08) | V{FG}) V({EE})
EE-FG-PS | V{PS}) + (1 —-p) | V{FG}) V({EE})
Shapley 42.42% 17.26% 13.99%

Variante 2

PS FG EE
PS-FG-EE | V({PS}) VHFGH + (1 -8) | V{EE})
PS-EE-FG | V({PS}) V{FGY}) VH{EE}) + (1-7)
FG-PS-EE | V({PS})+ (1 —-p) | V{FG}) V({EE})
FG-EE-PS | V({PS}) V({FG}) V{EE}) 4+ (1-p5)
EE-PS-FG | V({PS})+ (1 —-08) | V{FG}) V({EE})
EE-FG-PS | V({PS}) VH{FG}H) +(1-=p5) | V{EE})
Shapley | 34.08% 21.42% 18.15%

25




On voit dans ces tableaux que dans la variante 1, le PS remporte les 2/3 de la prime
accordée a la liste arrivée en téte, et seulement 1/3 dans la variante 2. Ayant calculé les
valeurs de Shapley exprimées en pourcentages de sieges dans la région, on peut maintenant
calculer comment les sieges obtenus par la gauche auraient été partagés si le partage s’était
fait selon Shapley. Ces chiffres sont présentés dans les colonnes ”Shapley (V1)” et ”Shapley
(V2)” du tableau 2.

Le Nucléole Dans la variante 1, on obtient pour le nucléole :

Nu(PS) = pEE+(1-p)
Nu(EE) = 5%
NEE

Nu(F = [—
u (FG) B N
c’est a dire ici:

Nu (PS) = 50,72%,
Nu(EE) = 13,10%,
Nu(FG) = 9,81%.
Ramenés en pourcentages des sieges conquis par la gauche, ces chiffres sont donnés dans la

cinquieme colonne du tableau 2.
Dans le cas de la variante 2, on obtient pour le nucléole :

Nu(PS) = 5EES 4 11— p),
Nu(BE) = 5521 20— p)

Nu(FG) = FREE 4 10 p),

qui coincide avec la valeur de Shapley dans ce cas.

Ces chiffres sont présentés dans les colonnes ”"Nucléole (V1)” et ”Nucléole (V2)”du
tableau 2.

La comparaison de la logique des deux variantes est tres instructive. Dans les deux
cas, les deux composantes du jeu peuvent étre séparées. Pour la premiere composante pro-
portionnelle, les partis récuperent leurs parts respectives. Pour la seconde composante, le
calcul dépend de la variante retenue. Dans le cas de la variante 1, le nucléole donne au
PS l'intégralité de la prime. Cela résulte du fait que le PS occupe une situation privilegiée
s’agissant de la prime. On démontre en effet facilement que le coeur existe dans ce cas et
contient une unique imputation définie par le fait que le PS empoche I'entiereté du bénéfice.
Les deux autres formations sont nécessaires mais parfaitement substituables et ”font donc
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les frais” de leur mise en concurrence par rapport a la prime. Dans le cas de la variante 2, les
trois formations jouent un role symétrique et récuperent donc chacune un tiers du bénéfice
de la prime.

On voit aussi que dans le cas de la variante 2, le nucléole et la valeur de Shapley coincident
alors qu’elles ne coincident pas dans le cas de la variante 1. Dans le cas de la variante 1, la
valeur de Shapley alloue en fait un sixieme du bénéfice a chacune des deux formations les
plus petites.

Dans le cas de I’Auvergne, la logique Gamson semble 1’avoir emporté sur une logique de
négociation si ’on privilégie la variante 1, qui semble la plus plausible.

4.3 Bretagne

La région Bretagne est un cas intéressant a étudier, dans la mesure ou elle fait partie des
rares régions ou les négociations d’entre deux tours entre les partis de gauche ont échoué, et
ou il n’y a pas eu de fusion des listes avant le second tour. Comprendre les rapports de force
au lendemain du premier tour aidera a saisir les raisons de cet échec.

Résultats de 1’élection

Premier tour K = 83 sieges sont a pourvoir. Les résultats détaillés de 1’élection sont
rapportés dans le tableau A3 de 'appendice 4

Au premier tour de 1’élection, P! = 11 listes sont en lice et N,y = 2 332 945 électeurs
sont inscrits.

En classant les listes par scores de premier tour décroissants, la liste PS menée par Jean-
Yves Le Drian obtient un nombre de voix N = 408 551, la liste UMP N; = 260 731, la liste
Europe Ecologie menée par Guy Hascoét N3 = 134 161...

Deuziéme tour En Bretagne, R? = 3 listes ont dépassé le seuil de 10% et sont en état de
se maintenir seules : il s’agit des listes PS, UMP, et EE. Le FN obtient 6.18% des suffrages,
le MoDem 5.36% ; ces deux listes ne peuvent se maintenir sans alliance. Les autres listes ne
peuvent pas participer au second tour (en particulier, le Front de gauche n’est pas en position
de se maintenir, méme avec alliance). On a donc ici M? = 5 listes pouvant potentiellement
participer au second tour.

Dans cette région, P? = 3 coalitions sont effectivement présentes au second tour : les
listes PS, UMP, et Europe Ecologie se maintiennent telles qu’au premier tour, le FN et le
MoDem n’ont fusionné avec aucune liste.

Les résultats du second tour sont tels que la liste PS arrive en téte avec 50.27% des
suffrages exprimés. Elle obtient 52 sieges, contre 20 a la liste UMP et 11 a la liste Europe
Ecologie.

Partage théorique des sieges au sein des listes de gauche Discutons a présent la
répartition des sieges au sein des formations de gauche présentes au second tour. Ici encore
on désigne respectivement par Nps, Nyyp et Npg le nombre de voix de premier tour du
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PS, de 'UMP, et d’EE, respectivement. On note N = Npgs+ Nyyp + Negg la somme de ces
VOiX.

Partage observé Au total, les deux listes de gauche (PS et EE) ont obtenu 52+11=63
sieges. Le PS a obtenu 52 sieges, soit 82.5% des sieges détenus par un parti de gauche,
et Europe Ecologie 11, soit 17.5% des sieges des listes de gauche. Ces pourcentages sont
rapportés dans la deuxeme colonne du tableau 3 ci-dessous.

[Insérer le tableau 3]

Reégle de partage de Gamson La regle de partage de Gamson stipule que le partage des
sieges obtenus par la coalition se fait de maniere proportionnelle au poids électoral de chacun
des membres de cette coalition. En admettant que le poids électoral de chaque parti dans
la coalition est lui-méme proportionnel a son score de premier tour, on voit que dans cette
coalition le PS a un poids électoral de —225— = 75.3%, et les écologistes de 24.7%.

Nps+Ngg
Fonction caractéristigue Dans le cas breton, le PS dispose de 14 points de pourcentage
d’avance sur 'UMP, et est donc en position de remporter seul la prime a la liste arrivée en
tete.
Le gain électoral de chacune des coalitions possibles au sein de la gauche est donc le
suivant (en pourcentage des sieges a pourvoir dans la région) :

pRestNee 4 (1 - 8) = 75.7% si S = {PS, EE}
V(S) = 5%@ +(1—-B)=631%si S = {PS}
p=EE =12.5% si S = {EE}
Valeur de Shapley et Nucléole Dans ce cas, la valeur de Shapley et le nucléole coincident,
et attribuent a chaque joueur le paiement qu’il se garantit seul. On obtient :

SH(PS) — Nu(PS)—=V({PS}) 5% L (1= B) = 63.11%

Sh(EE) = Nu(EE)=V({EE}) = 5% = 12.5%

Ramenés en pourcentages de la somme des sieges obtenus par ces deux formations, on trouve
les chiffres donnés dans le tableau3.

Discussions d’entre deux tours entre les listes de gauche Ces considérations théoriques
éclairent les discussions qui ont eu lieu entre les deux tours entre M. Hascouet, leader
d’Europe Ecologie, et M. Le Drian, leader du PS dans la région Bretagne.

Au matin du 15 Mars, M. Hascouet, écrit a M. Le Drian : ”"Nous vous avons confirmé
ce matin notre souhait d’un rassemblement sur la base du respect des scores exprimés par
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le suffrage universel : 1'application de la regle d’'Hondt (12,21% / 37,19%) nous donnerait
donc 14 sieges. Or, si en 2004, vous avez appliqué la regle d’Hondt, si partout ailleurs en
France, cette regle est appliquée, nous sommes désolés de constater que six heures apres notre
premiere rencontre, votre proposition est en retrait par rapport a la proposition initiale de ce
matin. Alors que vos amis socialistes réclament ailleurs notre solidarité, vous niez le résultat
du vote exprimé par les Bretons et Bretonnes. Nous vous réitérons donc notre proposition :
respecter le suffrage universel par 'application de la regle d’Hondt....”

M. Le Drian lui répond par courrier: ”Suite a nos différents échanges, je tenais a vous
faire part de notre deuxieme proposition qui reste dans la méme volonté : celle de trouver
les voies et les moyens d’un accord de fusion des aujourd’hui. Je vous propose 10 places
éligibles, ce qui correspond a plus de 12% des sieges du Conseil Régional (score réalisé par
votre liste) ainsi que 3 postes de responsabilité significative soit 13.6% du total de 'exécutif.”

L’accord ne s’est pas fait. Dans un article intitulé A Chacun son Interprétation de la
Rupture, le quotidien régional Le Télégramme s’interroge, dans son édition du 17 Mars 2010,
sur les raisons de cet échec et reproduit des déclarations qui apportent des éclairages utiles
. Qui a tort, qui a raison ? A qui revient la responsabilité de la rupture ? Qui est le plus
respectueux du vote des Bretons? Qui a choisi la bonne formule arithmétique? Guy Hascoét
(GH) et Jean-Yves Le Drian (JYLD), évidemment, se renvoient la balle. Griefs croisés.
GH : ”Nous avons été humiliés par 'arrogance du président, qui nous proposait dix sieges
pas plus, alors que la regle de la proportionnelle devait nous en valoir quatorze, voire quinze.
C’est un bras d’honneur a la démocratie”.

JYLD : ”Nous nous sommes heurtés a 'intransigeance d’Europe Ecologie. Avec 12% des
voix, ils devaient avoir neuf sieges. Nous en avons proposé dix, nous sommes allés jusqu’a
onze et méme a douze... un peu a mon insu. Mais ils en sont restés a une exigence de 14.
Je ne suis pas irrité mais désolé”.

GH : ”Quatorze élus pour nous, une cinquantaine pour eux, c’était la bonne répartition en
fonction des résultats obtenus par nos deux listes au premier tour. La regle retenue entre
nos deux formations (Verts et PS) prévoit un partage équitable de I’ensemble des sieges, y
compris ceux de la prime au premier”.

JYLD. : ”Neuf sieges pour EEB, c’est le résultat apres Pattribution de la prime de 25% des
sieges a la liste en téte c’est-a-dire la notre. Non, il n’est pas question de partager la prime.
Dans les courses cyclistes, le vainqueur d’étape partage la prime avec ses coéquipiers, pas
avec les équipiers du second.”

GH : ”Jean-Yves Le Drian n’a pas respecté les principes de répartition établis par son parti
au plan national. C’est la seule région de France ou les choses se sont passées ainsi.”

JYLD : ”Je n’ai jamais pris mes ordres a Paris. La Bretagne est la seule région de France
ol une liste rassemblait déja PS, PC et écologistes au premier tour.”

JYLD. ”Lors des négociations, nous avons passé un petit quart d’heure sur notre projet et
ils 'ont jugé compatible tel quel. La seule question, c’était les places, les places et encore les
places !”

On voit que la seconde composante du jeu, la prime au premier, a été I’enjeu majeur de
la dispute entre la liste PS et la liste Europe Ecologie. Que montrent les analyses théoriques
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précédentes 7 En supposant que le FN et le MoDem sont définitivement écartés des alliances,
le jeu ne comporte que trois joueurs (PS, UMP, EE). Nous venons de voir ci-dessus qu’a partir
de nos hypotheses de comportement, la liste PS est majoritaire et n’a donc aucun besoin
de prendre en compte le risque UMP. Comme le remarque Christian Guyonvarc’h, vice-
président UDB (Union démocratique bretonne) du Conseil régional sortant : ”Non, nous
n’envisageons pas que la droite puisse I'emporter a la faveur d’une triangulaire. Il n’y a pas
de risque Bernadette Malgorn”. En admettant qu'une large fraction de la partie des électeurs
des 6 formations politiques écartées du second tour qui ne se sont pas abstenus ait rejoint la
liste PS on voit que les risques résiduels (abstentionnistes du premier tour ou électeurs du
FN et du MoDem rejoignant la liste UMP) restent tres limités. Par ailleurs, étant donné la
barriere idéologique interdisant une alliance entre 'UMP et Europe Ecologie, il est clair que
la valeur de Shapley et le nucléole prédisent une confiscation totale de la prime par la liste
PS. Pas (contrairement a ce que dit M. Le Drian) parce que sa liste est arrivée en téte au
premier tour mais parce que le jeu simple dérivé des alliances possibles a la veille du second
tour est un jeu simple dictatorial.

4.4 Analyse systématique des régions métropolitaines

L’analyse des trois régions Aquitaine, Auvergne et Bretagne a mis en évidence des rapports de
force différents entre liste de gauche entre les régions. Afin d’avoir une vision plus synthétique
de ce qui en est dans I’ensemble des régions, on se propose ici de classer les régions en fonction
de ces rapports de force. L’analyse théorique de la section 3 nous enseigne que ces rapports
de force dépendent de deux éléments essentiels :

- les listes Europe Ecologie et Front de gauche sont-elles en mesure de se maintenir au
second tour sans avoir a nouer d’alliance ?

- quelles sont les coalitions des listes de gauche qui peuvent remporter la victoire ?

Une typologie des rapports de force entre listes de gauche Dans cette partie, nous
nous proposons de détailler ces diverses configurations, et de classer les régions métropolitaines
suivant la typologie explicitée.

Considérons tout d’abord le cas ou au soir du premier tour, les trois partis de gauche
sont présents séparément (c’est a dire n’ont pas noué d’alliance pré-électorale) et sont tous en
mesure de se maintenir (éventuellement en nouant des alliances d’entre deux tours). Du point
de vue du maintien (composante proportionnelle du jeu), trois cas de figure sont possibles :
les trois listes peuvent se maintenir seules (cas 1) ; seuls le PS et la liste la plus forte apres
lui peuvent se maintenir sans alliance (cas 2) ; seul le PS est en position de se maintenir seul
(cas 3). Du point de vue des rapports de force générés apr 1'obtention de la prime, cinqg cas
de figure sont possibles : le PS n’a besoin de personne (cas A) ; le PS a besoin d’un seul allié
et les deux autres formations ne peuvent pas se garantir la prime, ces situations se divisent
elles-mémes en deux cas : le PS n’a besoin que de la liste la plus faible (cas B) , le PS a besoin
de la liste la plus forte (cas C) ; le PS a besoin des deux alliés et les deux autres formations
ne peuvent pas se garantir la prime (cas D) ; ou les enfin les deux autres formations peuvent
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se garantir la prime sans le PS (cas E).'® On obtient donc au total 15=3x5 configurations
possibles. En fait, une de ces configurations est impossible . Il s’agit de celle ou EE et FG
ne peuvent se maintenir sans alliance avec le P.S. pour le second tour mais ot la somme de
leurs scores est telle que §'ils pouvaient s’allier (sans le PS) au second tour ils seraient en
mesure de remporter la prime!?.

A ces configurations a trois joueurs, il faut ajouter les situations ou seules deux formations
participent au jeu d’alliance. Ce peut étre parce que les trois formations ont présenté au
premier tour des listes séparées, mais que 'une d’entre elle ne dépasse pas au premier tour
le seuil des 5% nécessaires pour se maintenir. Ce peut aussi étre parce que deux partis ont
noué des alliances pré-électorales et ont présenté une liste commune des le premier tour. Le
jeu d’alliance est alors un jeu a 2 joueurs et non un jeu a 3 joueurs. Du point de vue du
maintien, deux cas sont possibles : les deux listes peuvent se maintenir seules (cas 1”) ou seul
le PS est en position de se maintenir seul (cas 2’). Du point de vue de I'importance du PS
dans la garantie de la prime, 2 cas également sont possibles : le PS n’a besoin de personne
(cas A’) ; le PS a besoin de son allié (cas D’)!®. 1l y a donc 4 configurations de ce type.

Il y a donc au total 18 configurations théoriquement possibles.

Classement des régions métropolitaines Disposant de cette typologie, nous pouvons a
présent classer les régions frangaises. Pour l'instant, nous laissons de coté les régions d’outre
mer et de Corse qui sont plus complexes a étudier car le jeu d’alliance n’est pas aussi simple
que le jeu a deux ou trois joueurs qui a été retenu pour formaliser I’environnement électoral
des 21 régions métropolitaines. Nous reviendrons sur ces régions dans la conclusion.

La typologie résulte du croisement de deux criteres : possibilités de maintien au second
tour, coalitions de gauche capables de se garantir la prime. Concernant le premier critere
(possibilités de maintien au second tour), il est tres simple de déterminer dans quel cas de
figure se trouvent les listes d’une région donnée : il suffit d’observer les scores de premier
tour réalisés par les différentes listes, et de les comparer aux seuils critiques pour le maintien
(5% et 10%). Concernant le second criteére, il est nécessaire de faire des hypotheses sur la
maniere dont les électeurs vont se comporter au second tour. Nous conserverons ici ’essentiel
des hypotheses sur le report des voix faites dans la section 2.2, en les nuangant néanmoins
légerement. Sous les hypotheses de la section 2.2, il est tres simple de déterminer si une
coalition de gauche ’emporte ou non au second tour : il suffit de comparer la somme de
ses scores de premier tour au score de premier tour du principal concurrent, c’est a dire
en pratique dans tous les cas au score de 'UMP. (En effet, rappelons qu’'on a de plus fait
I’hypothese que ni 'UMP, ni aucun parti autre que PS, EE et FG, ne peut nouer d’alliance).
Dans cette partie, pour classer les régions en fonction des gains des différentes coalitions de
gauche, on va nuancer ces hypotheses, et supposer que les partis de gauche n’effectuent pas de

16S’ajoute aussi le cas olt méme la grande alliance ne permet pas de remporter la prime.

17Si 1a loi électorale permettait & deux (ou plus) listes du premier tour ayant toutes un score minimal de
5% de s’allier pour le second tour si la somme de leurs scores exceéde 10%, le jeu serait différent. On pourrait
par exemple avoir un PS & 16%, EE et FG & 9% et 'UMP a 17%. En pareil cas, le pouvoir de EE et de FG
est bien entendu renforcé.

1813 encore s’ajoute aussi le cas ol méme la grande alliance n’est pas en mesure de remporter la prime.
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maniere aussi abrupte cette comparaison entre les scores de premier tour. Plus précisément,
on va supposer, comme nous ’avons fait dans notre examen de I’Auvergne, qu’ils utilisent
une "marge d’erreur” quand ils évaluent leurs chances de gagner. De maniere quelque peu
arbitraire, on va fixer cette marge d’erreur a trois points de pourcentages : une liste de gauche
estime qu’elle va remporter au second tour la victoire face a ’'UMP si seulement si la somme
de ses scores de premier tour excede de trois points de pourcentage le score de premier tour
de 'UMP. Ceci est destiné & capturer I'incertitude!® qui régne sur le comportement exact des
électeurs (par exemple, imaginons une situation ou le Front National n’est pas en situation
de se maintenir au second tour. Contrairement a ce qui été supposé jusqu’ici, il peut étre
considéré comme plausible que certains de ses électeurs de premier tour votent au second
tour pour la liste UMP), et/ou a incorporer une certaine aversion au risque de la part des
partis.

Sous ces hypotheses, on peut calculer, a partir des scores de premier tour, la configuration
dans laquelle se trouvent les partis de gauche. Le tableau 4 présente les scores de premier
tour des trois partis de gauche et de 'UMP dans chacune des régions métropolitaines (hors
Corse).

[Insérer le tableau 4]

Qu’en est-il alors en pratique dans les régions frangaises ? Les tableaux 5a, 5b et 5c
classent les régions en fonction de la configuration dans laquelle elles se trouvent.

[Insérer les tableaux 5a, 5b, 5c]

Considérons tout d’abord les douze régions ou les trois formations sont actives au soir du
premier tour (tableau 5a). Dans 2 régions, les trois partis de gauche peuvent se maintenir
sans alliance au second tour (Sont dans ce cas 1 I’Auvergne et le Nord-Pas de Calais). Dans
sept régions, seuls le PS et Europe Ecologie ou le Front de Gauche sont en mesure de se
maintenir sans alliance (Cas 2). Enfin, dans 4 régions seul le PS peut se maintenir sans
alliance (Cas 3). S’agissant des possibilités de remporter la prime a la victoire, nous avons
distingué ci-dessus cinq configurations théoriquement possibles. En pratique, seules deux
se produisent. En effet dans tous les cas, le PS est incontournable ; de plus, soit il peut
remporter la victoire seul (cas A), soit une alliance avec le plus petit de ses alliés potentiels
est suffisante pour assurer la victoire (cas B). En couplant ces deux modalités (maintien au
second tour et prime au vainqueur), nous obtenons donc 3x2=6 configurations, sur les 14
théoriquement possibles; ce sont les six cellules du tableau 5a. On voit que ces cellules sont
non vides.

Dans les situations a deux joueurs (tableaux 5b et 5c), les quatre situations sont couvertes.
Nous sommes dans le cas 1'D’ dans deux régions (Pays de Loire), dans le cas 1’A” dans trois
régions (Basse-Normandie, Bretagne, Poitou Charente), dans le cas 2’D’ dans deux régions

19Dans un travail ultérieur, nous souhaitons examiner de facon plus rigoureuse la question du traitement
du risque (marge d’erreur, ...). Pour ce faire, il faudra développer un modele stochastique plus développé
décrivant les flux (entre les états possibles du systéme) d’électeurs entre les deux tours et le cas échéant
passer d’un jeu a utilité transférable a un jeu sans utilité transférable.
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(Champagne, Franche-Comté) et dans le cas 2’A’ dans deux régions (Bourgogne, Lorraine).
L’Alsace est la seule région de France ou la grande coalition de gauche ne peut remporter la
prime.

Que peut-on dire sur les prédictions des solutions de partage dans toutes ces régions ?

Les considérations théoriques dans les appendices 2 et 3 nous apprennent que dans toutes
les situations rencontrées en pratique, la valeur de Shapley comme le nucléole sont la somme
des solutions pour chacune des deux composantes du jeu. On peut donc analyser le jeu
composante par composante.

Regardons tout d’abord la prime. Dans tous les cas ou les trois joueurs sont actifs,
le nucléole prédit que le PS remporte l'intégralité de la prime. Shapley lui en attribue
I'intégralité dans les situations de type A, et les 2/3 dans les autres cas. Dans toutes les
régions donc, les solutions de négociations prédisent que le PS remporte une part considérable
(sinon l'intégralité de la prime). Qu’en est-il dans les régions ou seuls deux joueurs sont
actifs 7 Les prédictions du nucléole et de Shapley coincident dans ce cas : le PS remporte
I'intégralité de la prime dans les situations de type A’, et la moitié dans les autres cas (Pays
de la Loire, Franche-Comté, Champagne).

Regardons maintenant la partie proportionnelle du jeu. Dans les cas ou tous les alliés
potentiels du PS peuvent se maintenir, la valeur de Shapley et le nucléole coincident avec
Gamson. Dans tous les autres cas, le PS doit remporter plus que ce que ne préconise la
norme proportionelle, a cause des deux effets de maintien et de dilution qui ont été exposés
précédemment.

Au final, cette analyse des régions métropolitaines nous enseigne qu’appliquer la norme de
proportionnalité au partage des siéges remportés par la gauche est le plus souvent détrimental®®
pour le PS par rapport a ce que préconise des solutions de partage tels que la valeur de
Shapley ou le nucléole, parfois dans des proportions tres importantes comme le montre le
cas extréme de la région Aquitaine (ou ces solutions attribuent au PS plus de 95% des sieges
de la gauche).

5 Conclusion

Dans ce document, nous avons développé une méthode générale ayant pour objet I'analyse
stratégique de formation des alliances a la veille du second tour d’une élection ou les listes
en concurrence sont autorisées (sous certaines conditions) a poursuivre avec ou sans alliance
avec d’autres listes. Nous avons concentré notre attention sur deux solutions populaires de
la théorie des jeux coopératifs : le nucléole et la valeur de Shapley. Ces deux solutions
peuvent étre vues comme le résultat d’équilibre d’'une procédure de marchandage ou les
joueurs poursuivent leurs intéréts propres. La méthodologie a été appliquée aux élections
régionales de Mars 2010 en France métropolitaine (a ’exception de la Corse).

20Pays de la Loire est 1'unique région ot les solutions de négociation attribuent sans ambiguité moins de
sieges au PS que ne le fait Gamson. En effet, dans cette région les deux formations actives (PS et EE)
peuvent se maintenir seules sans nouer d’alliance, les solutions de négociation coincident donc avec Gamson
pour la composante proportionnelle du jeu. Concernant la prime, les solutions de négociation attribue la
moitié de la prime seulement au PS, ce qui est moins que son poids électoral au sein de la coalition de gauche.
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Cette analyse nous enseigne que lors de ces élections, le Parti Socialiste était en position
de force vis a vis de ses alliés potentiels que sont Europe Ecologie et le Front de gauche. Cette
position de force implique que des solutions de marchandage telles que la valeur de Shapley
ou le nucléole préconisent pour le PS une part des sieges bien supérieure a celle découlant de
'application d’une norme de proportionnalité (selon laquelle le partage des sieges au sein des
partis de gauche se fait au pro rata de leurs scores de premier tour). L’analyse quantitative
détaillée de la région Aquitaine montre que les solutions de marchandage peuvent aller
jusqu’a attribuer au PS plus de 95% des sieges de la gauche.

Or la norme proportionnelle a été privilégiée par les états-majors au niveau national, ainsi
qu’en témoignent les échanges entre les dirigeants du PS et de EE en Bretagne. En pratique,
il semble que cette norme ait été effectivement assez largement appliquée dans les régions.
Notre étude des cas aquitain et auvergnat révele que le partage observé est plus proche de
Gamson que des prédictions des solutions de marchandage. Plus généralement, dans un
document de travail récent, Kunz (2011) montre que des régressions simples ne rejettent
pas ’hypothese selon laquelle la norme de proportionnalité a été appliquée par les partis de
gauche.?! 1l semble donc que la logique de marchandage n’ait pas été dominante lors des
élections régionales de mars 2010. Néanmoins, il serait intéressant d’étudier si lorsque des
écarts a la norme de proportionnalité sont observés, c’est ou non dans le sens prédit par les
solutions de marchandage. La région Bretagne est extréme dans ce cas, puisque ’application
de la logique de marchandage dans cette région a abouti a 1’échec de la formation d’une
coalition a gauche (et les listes PS et EE ont obtenu en Bretagne un nombre de sieges tres
proche des solutions de marchandage). Dans le cas de la région Aquitaine, on voit que
le PS obtient plus de sieges que ne le prédit Gamson, au détriment du Front de gauche ;
ces écarts allant dans la direction prédite par la valeur de Shapley et le nucléole. D’autres
analyses seraient nécessaires pour déterminer si cela est également vérifié dans les autres
régions métropolitaines.

Cas de la Corse et des régions d’Outre-Mer Dans le cas des régions de France
métropolitaine (a l'exception de la Corse), le jeu d’alliance était un jeu a deux ou trois
joueurs (suivant les régions).

Dans le cas de la région Corse, le jeu est nettement plus compliqué car la composante
politique régionaliste/indépendantiste est tres significative. Au premier tour 'UMP vire en
téte avec 21.34 % suivi de pres par la liste PNC menée par Gilles Simeoni. Le PS n’arrive
qu’en troisieme position avec 15.50%. Derriére, viennent quatre autres listes qui peuvent
se présenter au second tour sans alliance car le seuil @ est abaissé de 10% a 7%. Ces listes
(FG, PRG, CSD, CL) ont des scores tres honorables. Au soir du premier tour, il y a donc
(en laissant 'UMP de c6té) un jeu a 6 joueurs. En fait, quatre listes se sont présentées au
second tour.

Les régions d’outre-mer présentent aussi des spécificités qu’il convient de prendre en

21Ce document de travail a été découvert par les auteurs alors qu’ils préparaient la révision du présent
article. L’analyse de Karl Dunz est complémentaire de la notre en ce qu’elle effectue un traitement quantitatif
plus systématique des régions francgaises. En revanche, elle ne comporte pas de modélisation explicite des
jeux de négociation, ni de calculs des solutions de marchandage.
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compte. De ce point de vue, le cas de La Réunion est un cas d’école. La droite s’est
présentée divisée au premier tour. Précisément, quatre listes de droite se sont présentées
dont trois (disons D1, D2 et D3) sont conduites par des membres de 'UMP. La quatrieme
(notée D4) a en plus une dimension autonomiste. A gauche, deux listes importantes sont
présentes: le PC, le PS et EE. Trois listes peuvent se maintenir au second tour sans alliance
(PC, PS, D1). Le PC vire en téte avec 30,2% suivi de D1 avec 26.4% et du P.S. avec 13,1%.
A ces trois formations viennent s’ajouter trois autres formations qui peuvent se maintenir
sous réserve d’alliance : D2 avec 6.7%, D3 avec 5.4% et D4 avec 5.9%. Le PC ne s’est pas
allié avec le PS mais avec D3 | Le PS est resté seul. D2 est resté sur la touche. Enfin, D1
s’est allié avec D4. La liste de droite a remporté largement le second tour avec un score de
45,5% contre 35.5% a ’alliance de gauche. En sus de la subtilité du jeu d’alliance, les chiffres
montrent également que notre modele de reports de voix doit étre reconsidéré dans le cas de
cette élection.

Notre méthodologie s’applique sans difficulté aux environnements électoraux ou le nom-
bre de joueurs participant au jeu d’alliance est supérieur ou égal a 4. C’est important car qui
peut prédire ce que sera le paysage politique de la France de demain et le jeu d’alliances si
des formations comme le MoDem ou le Front National participent activement a ce processus
7 Les difficultés d’extension ne sont pas conceptuelles mais de nature calculatoire. Cepen-
dant, il existe des algorithmes efficaces de calcul du nucléole qui pourraient étre utilisés
pour des jeux réels. En revanche, une caractérisation complete du nucléole pour toutes les
configurations concevables telle que celle réalisée ici semble hors de portée.

Extensions et travaux ultérieurs Nous souhaitons dans des travaux ultérieurs examiner
plus attentivement le processus de report des voix entre les deux tours de 1’élection. Nous
avons fait ici des hypotheses simples, mais certainement inadaptées dans de nombreux cas
(nous venons de I’évoquer avec la Réunion). Un modele stochastique intéressant pourrait
consister a faire la liste des états possibles du systéme (abstention + listes présentes au sec-
ond tour) et d’écrire les probabilités de transition pour toutes les configurations d’alliance
permises pour le second tour. A I’aide d’un tel modele, on pourrait exprimer le score stochas-
tique de chaque liste au second tour et celui de ’abstention et donc calculer la probabilité
qu'une liste empoche la prime au vainqueur. Il ne resterait plus ensuite qu’a ajuster la
fonction caractéristique en considérant les espérances mathématiques. Si I’attitude a I’égard
du risque devait étre prise en compte, alors il faudrait envisager d’écrire la fonction car-
actéristique d’un jeu NTU. En effet, si dans le cas bilatéral, ’extension de la théorie du
marchandage au cas de joueurs ayant de l’aversion au risque ne souleve pas de difficultés
majeures, dans le cas multilatéral (trois joueurs au moins comme dans ’essentiel de notre
article) cette extension transformerait notre jeu en un jeu coopératif a utilité non transférable
avec son cortege de difficultés.

L’écriture d’une version économétrique du modele général de marchandage pose néanmoins
de nombreuses questions.

Tout d’abord, un tel modele est-il testable? Peut-on déterminer a partir des données
observées (chez nous il s’agirait principalement des partages de sieges) les implications
comportementales d’un tel modele 7 En pareil cas, il serait alors possible d’accepter ou
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de rejeter I’hypothese du marchandage comme explication du partage des sieges observés.
Dans cet article, c’est exactement ce que nous faisons en couplant cependant les hypotheses
de marchandage avec des hypotheses précises sur les utilités en cas d’accord et en cas de
désaccord, et en ignorant la composante stochastique. Nous obtenons des formules précises de
partage des sieges que nous pouvons comparer aux partages observés. A ce stade, nous voyons
notre travail comme une étape vers un modele économétrique des négociations électorales au
soir d’un premier tour de scrutin de listes.?? Nos calculs liminaires sont utiles car ils donnent
les ordres de grandeur de deux solutions de marchandage. La comparaison avec les valeurs
observées conduit au rejet d'un modele de marchandage dans le cas ou les négociateurs ont
des utilités linéaires et ou leurs valeurs de réservation pour tous les configurations d’alliances
sont basées sur les matrices de mobilité postulées dans notre article. Le rejet est donc a
proprement parler le rejet de ce paquet de trois hypotheses

Il conviendrait de se demander ensuite si le modele est identifiable a savoir s’il est possible
a partir des données d’identifier les principaux parametres du modele. Encore une fois,
cette question n’est pas traitée dans notre article car il faudrait pour cela décliner une
version paramétrique et stochastique de notre modele. Nous ne connaissons pas de travaux
économétriques portant sur le marchandage multilatéral. Dans le cas ou le marchandage est
bilatéral, la situation se simplifie un peu : la solution coopérative de marchandage est en
fait la solution de marchandage de Nash. On peut définir cette solution pour des fonctions
d’utilité d’accord et de désaccord quelconques. Les implications de la solution de Nash dans
I’étude des données observées ont été tres peu étudiées. Pour tout dire, la seule référence
que nous avons trouvée est tres récente (Chiappori, Doni et Komunjer (2012)). Ils énoncent
des théoremes de testabilité et d’identifiabilité. Au nombre des hypotheses limitant la classe
d’environnements de marchandages considérés, ils supposent que 'utilité en cas de désaccord
ne dépend pas de la taille du gateau a partager en cas d’accord. Clairement cette hypothese
n’est pas appropriée dans notre contexte. Il reste donc du chemin a parcourir pour décliner
une version économétrique complete de notre modele.
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7 Appendices

7.1 Appendice 1 : Jeux Coopératifs*®, Nucléole et Valeur de Shap-
ley

Jeux coopératifs Un jeu coopératif a utilité transférable (TU) est une paire (N, V) ol
N ={1,... ,n} avec n > 2 est un ensemble fini de joueurs et V est une fonction qui associe
un nombre réel V(S) & chaque sous-ensemble S de N.?* 1l est supposé que V(2) = 0.

Il est normalisé si V ({i}) = 0 pour tout i € N.

Il est suradditif st V(SUT) > V(S)+ V(T) pour tout S,T C N tels que SNT = &.

230n pourra consulter Myerson (1991), Osborne et Rubinstein (1994), Owen (2001) et Peleg et Sudhélter
(2003).
240n supposera ici que toutes les coalitions sont admissibles.
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Nous noterons X;g = {y € R" | >0 i = V(N), y; > V({j} Vj € N} Pensemble des
imputations, c’est a dire I'ensemble des partages réalisables qui sont individuellement ra-
tionnels.

Nucléole Definitions. Soit X un sous-ensemble compact et convexe de R* et soit z € X.
On note #(x) le vecteur de dimension 2" dont les coordonnées sont les nombres e(S,z) =
V(S) = ,cgxi pour ) € S C N ordonnés des plus grands vers les plus petits c’est a dire,
0i(x) > 07(z) for 1 < i < j < 2"2° Le nucléole de (N,V) par rapport a X est 'unique®
vecteur ¥ = Nu(N,V) € X tel que 6(z*) est minimal, au sens de l'ordre lexicographique
dans I'ensemble {0(y) | y € X}. Le nucléole de (N, V) par rapport a X sera appelé ici le

nucléole; il s’agit du nucléole tel qu’il a été défini originellement par Schmeidler (1969).

Calcul du nucléole. Le nucléole est une solution compliquée du point de vue du calcul.
Dans le cas ot N = {1, 2,3}, Legros (1981) a montré qu’il y avait 5 régimes possibles. Pour
ce faire, il considére un jeu V qui a été au préalable normalisé®” et tel que (aprés permutation
des joueurs, si nécessaire) V ({1,2,3}) > V ({1,2}) > V ({1,3}) > V ({2,3}). Les 5 classes
et les nucléoles attachés a ces classes sont les suivants:

Classe 1: V ({1,2}) < 3V (N)

TSii:].,
Nu; (N, V) =< YN g5 =9
= gi1=3.

<V({1,2})

wIH
2
SN— w

Classe 2: 1V ({1,2}) + 2V ({1,3}) <
v
Nu; (N, V) = 7V(N)+i/({l’2}) sii =2
v
p

Classe 3: 1V ({1,2}) + 2V ({2,3}) <V (W) < iV ({1,2}) + 2V ({1, 3})

V({1.2h)+V({1.3})

! sii=1,
Nu; (N, V) = { YOV o j — o
VON-V({12))
— 5 Sl1= 3.

Classe 4= 3(V ({1.3}) +V ({2.3})) — 1V ({1,2)) < 3V (V) < 3V ({L.2}) + 3V ({2.3))

Vi({2,3})

VINVL2)) | VALSH- sii=1

4 p) ,

Nug (N, V) = VDEVE1L2) | VI@SH VLD i ; — o
w sii=3.

25Ce vecteur est appelé le vecteur des excés induit par x.

26Pour une preuve de I'unicité, on pourra consulter Peleg and Sudhélter (2003).

27Comme la plupart des solutions, le nucléole vérifie la propriété suivante. Soient V un jeu quelconque
et W un jeu additif. Alors, Nu(V + W) = Nu(V) + Nu(W). En revanche, contrairement & la valeur de
Shapley, cette formule n’est pas vraie (en général) lorsque W est quelconque.
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Classe 5 : sV (N) < 2(V ({1,3}) +V ({2,3})) — sV ({1,2})

W=

VIN)+V({1,2})+V ({1,3})—2V ({2,3})
Nug (N, V) = v<N>+v<{1,2})+vz<{2,3}>72v<{1,3})
vV
3

sii=1,

sii=2,
V)V ({13 +V ({231 -2V ({1.2))

sit = 3.

Davis and Maschler (1965) ont démontré que dans le cas ou N/ = {1,2,3}, le noyau
contient un unique partage qui coincide donc nécessairement avec le nucléole. Ils développent
aussi une formule de calcul du noyau en distinguant les différents cas de figure identifiés ci-
dessus. Leur résultat est donc en tout point identique a celui établi ultérieurement par
Legros.

Valeur de Shapley La valeur de Shapley (Shapley (1953)) du jeu (N, V) est 'imputation
Sh (N, V) définie comme suit :

[SITANT = 15[ = 1)!
[NV]!

Shi(N. V)= Y

SCN\{i}

(V(Su{i}) = V(9)).

Les propriétés de la valeur de Shapley sont bien connues ainsi que ses multiples in-
terprétations et variantes. On notera en particulier pour la suite que cette solution est

linéaire, c’est a dire que si (N, V) et (N, V') sont deux jeux coopératifs avec le méme ensem-
ble de joueurs et si 0 € [0,1] : Sh(N,0V + (1 —0) V') =0Sh (N,V)+ (1 —0) Sh(N, V).

7.2 Appendice 2 : Calcul du Nucléole

Bien que certains calculs soint redondants, il est utile de les décomposer en calculs simples
et de rappeler, a cet effet, que le jeu est la somme de deux jeux coopératifs.

7.2.1 Appendice 2.1 : Le Cas d’une Prime majoritaire ”Pure”

On présente d’abors le cas ou les trois joueurs sont présents, puis ceux ou seuls deux partis
sont susceptibles de se partager la prime. Les joueurs sont supposés ordonnés par scores de
premier tour décroissants. On utilise ici la typologie des configurations électorales détaillée
en 4.4. La combinatoire du probleme est particulierement simple ici puisqu’il n’y a que 5
configurations possibles quand il y a trois joueurs (cas A a E), et deux configurations quand
il n’y a que deux joueurs (cas A’ et D’).28

Considérons tout d’abord le cas ou trois joueurs sont présents.

Tout d’abord, il y a les 4 cas, ou le parti 1 est incontournable : une alliance entre les
partis 2 et 3 est non gagnante.

- Le parti 1 n’a besoin d’aucune alliance pour gagner (cas A).

280n ne considere ici que les cas ol la grande coalition est gagnante. A ces cas s’ajoutent ceux ou la
grande alliance (formée de deux ou trois partis selon que le parti 3 puisse se maintenir ou non) n’arrive pas
en téte.
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- Le parti 1 n’a besoin que du parti les moins fort, le parti 3, pour gagner ; il gagnera
donc a fortiori s’il s’allie avec le parti 2 (cas B)

- Le parti 1 a besoin du parti 2 pour gagner, une alliance avec le parti 3 est insuffisante
(cas C)

- Le parti 1 a besoin des partis 2 et 3 pour gagner (cas D).

A ces quatre cas, s’ajoute le cas ou toutes les alliances composées de deux partis sont
gagnantes (cas E).

La prédiction du nucléole est simple et intuitive. Dans les deux premiers cas, le parti
1 obtient toute la prime. Dans le premier cas, le jeu est dictatorial et dans le second cas,
il est oligarchique avec le parti 1 comme unique ”vetoer”. Dans le troisieme cas, le jeu est
oligarchique mais comporte deux ”vetoers” a savoir les partis 1 et 2. La prime est partagée
égalitairement entre eux. Notons au passage que le moindre coeur prédit seulement que la
parti 3 ne recoit rien. Les quatrieme et cinquieme cas correspondent respectivement aux cas
de I'unanimité et de la majorité. Dans les deux cas, la prime est partagée égalitairement
entre les trois formations.

Si, en revanche, seuls les partis 1 et 2 sont susceptibles de se partager la prime, le calcul
du nucléole est élémentaire. Si le parti 1 peut se garantir la victoire sans alliance (cas A’), il
remporte toute la prime. Sinon, c’est a dire si le parti 1 a besoin du parti 2 pour se garantir
la prime, alors les deux partis se partagent égalitairement la prime (cas D’).

Reprenons ces sept cas plus en détails.

Cas A : Il y a trois joueurs, le joueur 1 est incontournable et n’a pas besoin
d’alliance pour gagner L’ensemble des coalitions gagnantes est W = {{1},{1,3}, {1,2},{1,2,3}}
et ”ensemble des coalitions minimales W, est réduit au parti 1: W,, = {{1}}. On vérifie
facilement que le jeu est propre et fort. Ce jeu admet pour représentation intégrale minimum

le vecteur (1,0,0;1), qui est normalisée. D’apres un résultat de Krohn et Sudholter (1995),

cette représentation coincide avec le nucléole.

Cas B : Il y a trois joueurs, le joueur 1 est incontournable et une alliance avec 3 lui
suffit pour gagner L’ensemble des coalitions gagnantes est W = {{1,3},{1,2},{1,2,3}}.
L’ensemble des coalitions minimales W,, est: W, = {{1,3},{1,2}}. On vérifie facilement
que le jeu est propre, mais pas fort (en effet, ni la coalition {1}, ni la coalition {2, 3} ne sont
gagnantes). Ce jeu admet pour représentation intégrale minimum le vecteur (2,1,1;3). Le
jeu n’étant pas fort, on ne peut pas appliquer directement les résultats de Krohn et Sudholter
(1995). En se rapportant a la classification de Legros (1981) permettant le calcule explicite
du nucléole dans le cas de trois joueurs (exposée dans 'appendice 7.1), on vérifie que ce cas
rentre dans la classe 3 de Legros, qui prédit bien que le joueur 1 obtient 'intégralité de la
prime.

Cas C : Il y a trois joueurs, le joueur 1 est incontournable et une alliance avec 2 est
nécessaire pour gagner L’ensemble des coalitions gagnantes est W = {{1, 2}, {1,2,3}}.
L’ensemble des coalitions minimales est : W,,, = {{1,2}}. On vérifie facilement que le jeu est
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propre, mais pas fort (en effet, ni la coalition {1}, ni la coalition {2, 3} ne sont gagnantes).
Ce jeu admet pour représentation intégrale minimum le vecteur (1,1,0;2). On vérifie que
ce cas entre dans la classe 2 de Legros, qui prédit bien que les joueurs 1 et 2 se partagent
égalitairement la prime, le parti 3 n’obtenant rien.

Cas D : Il y a trois joueurs, et seule la grande coalition est gagnante L’ensemble
des coalitions gagnantes est W = {{1,2,3}} et 'ensemble des coalitions gagnantes est réduit
a la grande coalition. La encore, le jeu n’est pas fort. On vérifie que ce cas entre dans la
classe 1 de Legros, qui prédit bien que les trois joueurs se partagent égalitairement la prime.

Cas E : Il y a trois joueurs, et toutes les alliances composées de deux partis sont
gagnantes. L’ensemble des coalitions gagnantes est W = {{1,3},{2,3},{1,2},{1,2,3}}.
L’ensemble des coalitions minimales W,, est I’ensemble des coalitions a deux joueurs: W, =
{{1,3},{2,3},{1,2}}. On vérifie facilement que le jeu est propre et fort. Ce jeu admet pour
représentation intégrale minimum le vecteur (1,1, 1;2), ou les poids des trois joueurs sont
identiques. D’apres le résultat de Krohn et Sudholter (1995), cette représentation coincide
avec le nucléole, et donc les trois joueurs se partagent égalitairement la prime.

Envisageons a présent les deux cas ou seuls les partis 1 et 2 sont présents.

Cas A’ : Il y a deux joueurs, le joueur 1 est incontournable et n’a pas besoin
d’alliance pour gagner L’ensemble des coalitions gagnantes est W = {{1},{1,2}} et
I'ensemble des coalitions minimales W, est réduit au parti 1: W,, = {{1}}. Le jeu est
propre et fort. Ce jeu admet pour représentation intégrale minimum le vecteur (1,0;1), qui
est normalisée. Cette représentation coincide avec le nucléole; le parti 1 remporte bien toute
la prime.

Cas D’ : Il y a deux joueurs, et seule la grande coalition est gagnante L’ensemble
des coalitions gagnantes est W = {{1,2}}. Les deux partis sont symétriques. Ils se partagent
égalitairement la prime.

Remarque. Notons que dans le cas ou toutes les coalitions sont admissibles, le jeu est
propre et fort.

7.2.2 Appendice 2.2 : Le Cas d’un Scrutin Proportionnel ”Pur”

Nous isolons ici la composante proportionnelle dans le calcul du nombre de conseillers. Ce
calcul séparé, plus simple que le calcul général qui suit, permet de comprendre la logique a
I'oeuvre dans le cas ou l'effet prime est absent. Notons NN; le nombre d’électeurs du parti
i pour i = 1,2,3 (les partis 1, 2, 3 sont classé par nombres d’électeurs décroissants) et Ny
le nombre total d’électeurs des partis (autres que les partis 1, 2 et 3) pouvant se maintenir
seuls au second tour (nous avons supposé qu’aucune alliance n’était possible entre les listes
autres que 1, 2, 3). Nous noterons N =, _._, IV;. Nous commengons par supposer que les
3 partis ont un score les autorisant & participer & une alliance (cas 1, 2, 3), puis envisageons
les cas ou le parti 3 ne peut pas se maintenir (cas 1’ et 27).
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Cas 1: Les partis 1, 2 et 3 peuvent se maintenir au second tour Dans ce cas, le jeu
est additif et le nucléole prédit (sans surprise) que chaque parti regoit une part proportionnelle

au nombre de ses électeurs.

Cas 2: Seuls les partis 1 et 2 peuvent se maintenir sans alliance, le parti 3 a
besoin d’une alliance Dans ce cas, la fonction caractéristique s’écrit :

( MiENptN g g (] 9 3}
Ni+No _ Ni1+No T N3(N1+N2) siS = {1 2}

N—N3 N N(N—N3)
Mtls gi § = {1,3}
Nz]—i\—[Na si S = {2’3} (1)
Msi §={1}
L 5= {2)
L 0si S ={3}

Notons que la coalition {1,2} fait mieux que la somme de ses membres, puisqu’en se formant,
elle exclut le joueur 3. Le joueur 3 ne pouvant se maintenir, les voix de 1 et 2 sont moins
diluées, et a nombres de voix constants, ils remportent plus de sieges.

Apres normalisation, on obtient :

(S si S ={1,2,3}
SRR si S = {1,2}
N st S ={1,3}
V(S) =< f2siS={23}
0siS={l}
0siS={2}
L 015 ={3}

Dans ce cas, V({1,2,3}) = V({1,3}) = V({2,3}) > V({1,2}). En notant 1'=3, 2'=2 et
3’=1, on peut appliquer Legros aux joueurs 1’,2".3’. On a V({1',2/,3'}) = V({1',2'}) =
V(H{1,3}) > V({2,3}) et nous sommes dans la cinquieme classe répertoriée par Legros.

Nous en déduisons :

et donc :

2

1 N3 Ni+No i -
R :{’]{;V]ZVV_ZX? sii=1,
Nu; <V) =9 sN NN S 2,
N3 _ 2N3 Ni4+No sii=3
N ~ 3N N—-N; )
N1 IN3gNi+No v 5
J]\/V—i_%zjvvz]vv_]z\ff sit=1,
—_ 2 3 1 2 1 9 —
Nui (V)= ¢ F+apyyrsii=2,
Ny _2NgNitNp g5 7 — 3
N ~ 3N N—-N; -9



Cas 3: Seul le parti 1 peut se maintenir sans alliance, les partis 2 et 3 ont besoin
d’une alliance Dans ce cas, la fonction caractéristique s’écrit :

(Mletls o § = {1,2,3}
N2 si 5 ={1,2}
NN 5 = {1,3)
V(S)=4 0siS={2,3} (2)
foviizv?, si &= {1}
0siS={2}
( 015 ={3}

c’est a dire apres normalisation :

(oMt g § = {1,2,3}

TN S ={1,2
N fNa NN 51 ={1,2}
~ Nt Ns NoNp S S =1{1,3}
V(S)=1¢ 0siS=1{23}
0siS={1}
0siS={2}
| 0si S = {3}

Dans ce cas, V({1,2,3}) > V({1,2}) = V({1,3}) > V({2,3}) = 0. Puisque

NQ N2 N3 NQ NS
N—-—N3s - N N = N-—-N3 N — Ny

nous sommes dans la troisieme classe répertoriée par Legros. Nous en déduisons :

bl (7 + )=
Nuz <V> - %Nlji4N4 NZ;NS B N]i[?\fz sii=2
%N1ZX4N4 NQJJ\FIN3 o N]E\fs sit=3
et donc :
NlZX’IN4 + %NleN4 (NJX?VS t ij?\b) sti=1
Nui (V) _ %]\[1]_\’7_4]\74 N2;N3 _ N]lf?Vz Si1 =2
NG ot DEISE

Il reste a considérer le cas ou le parti 3 ne peut pas "jouer”. Le parti 3 obtient 0 sieges.
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Cas 1’ : Les partis 1 et 2 peuvent se maintenir seuls au second tour, 3 ne peut
pas se maintenir, méme avec alliance® Les seuls joueurs actifs sont donc les joueurs
1 et 2. Si le parti 2 peut se maintenir seuls, le jeu est additif et le nucléole est proportionnel
au vecteur des scores :

Nl s
sir=1
N—N;

Cas 2’ : Seul le parti 1 peut se maintenir sans alliance, 2 a besoin d’une alliance

pour se maintenir, et méme avec alliance 3 ne peut pas se maintenir Dans ce cas,
la fonction caractéristique s’écrit :

Mt gi § = {1,2}

V(S) = % si S ={1} (3)
0siS={2}

c’est a dire apres normalisation:

Ny No : _
NitN: N—N; St S={1,2}

V(S)=1{ 0sis=/{1}
0siS={2}

d’ou l'on déduit :
Ny + 1_ Ny No
Nu; (V) = { {Vl'f‘]{}izl 2 N1+Ny N—N3

= 2 3 —
SN NG NN Sii =2

sit=1

Naturellement, si le parti 2 est trop faible pour participer a une alliance, le jeu disparait
completement.

7.2.3 Appendice 2.3 : Le Cas mixte

Considérons tout d’abord le cas ou les 3 partis peuvent participer a des jeux d’alliance. En
couplant les deux composantes du jeu, nous avons 14 configurations possibles. En effet,
d’apres I'appendice 3.2, il y a trois cas de figure pour la composante proportionnelle (cas
1 & 3), et d’apres appendice 3.1., il y a cinq cas de figure pour la composante prime (cas
A & E). Toutes les combinaisons sont logiquement possibles & I'exception de la combinaison
3.E. ou 3 requiert que seul le parti 1 peut se maintenir sans alliance et ou E requiert que la
coalition {2, 3} est en mesure de remporter la prime. Cela fait donc au total (3%5) —1 =14
cas possibles.

Quand maintenant seuls deux partis peuvent participer aux jeux d’alliance, nous avons
4 configurations possibles. En effet, d’apres 'appendice 3.2, il y a deux cas de figure pour la
composante proportionnelle (cas 1’ et 2’), et d’apres 'appendice 3.1., il y a également deux
cas de figure pour la composante prime (cas A’ et B’).

29Les situations ou le PS et le Front de gauche ont conclu une alliance pré-électorale et ont présenté une
liste commune des le premier tour s’analysent de maniere similaire. Dans les formules qui suivent, il suffit
de prendre N3 = 0.
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Cas 1: Les 3 partis peuvent se maintenir Dans ce cas le premier jeu est additif et le
nucléole n’est rien d’autre que la somme des nucléoles des deux jeux.

Cas 2: Seuls les partis 1 et 2 peuvent se maintenir sans alliance

Cas 2.A. : Le parti 1 peut se garantir la prime sans alliance. Dans ce cas, la fonction
caractéristique s’écrit :

(pMENEN: | (] B)si S = {1,2,3}
5N1+/y2+<1 B)si S ={1,2}
BN (1 ) si 5= {1,3)
V(S) = 5M si S ={2,3}

2T (1- ) si S = {1)

B si S = {2}

[ 0si S={3}

c’est a dire apres normalisation:

'ﬁﬁms {1,2,3}
BRRERE si S ={1,2}

R B si S ={1,3}
V(S)=4 B3 siS={23}

OSiS:{l}
0siS={2}
| 0si S ={3}

Dans ce cas, le jeu normalisé est réduit a un jeu sans prime. Il est identique au cas 2 de
la composante proportionnelle étudiée en 7.3.2.. Et le nucléole est la encore la somme des
nucléoles des deux jeux. Nous obtenons donc:

AL pINa NN 4 (1 B) i =1
Nu; (V) = ﬁN2+/6’1N3N1+N32 Slz—2

Cas 2.B. : Le parti 1 a besoin de s’allier avec le parti 2 ou le parti 3 pour garantir la
prime. Dans ce cas, la fonction caractéristique s’écrit :

(pRHREN 4 (1 - 8) si S = {1,2,3}
AR+ (1—0) si S ={1,2}
Bt NQ’ +(1-p8)si S={1,3}
V(S) = ﬁN2+N3 si S =1{2,3}

Bl s S ={1}
BN2 si S ={2}
| 0si5={3)
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c’est a dire apres normalisation :

(B +(1-8)si S ={1,2,3}
Bl 4 (1 B)si S = {1,2}
. 6%%1—6)815:{1,3}
V(S)=1¢ plssi =123}
0siS={1}
0siS={2}
L 015 ={3}

Puisque V({1,2,3}) = V({1,3}), nous sommes dans dans la classe 4 ou la classe 5 de Legros.
On vérifie facilement que seule la classe 5 subsiste. On obtient donc:

BN+ ite) +(1-p)sii=1
Nug (V)= ¢ B (5 + 35052 ) sii=2
N: N3 N1+N: N
BN —3¥ V) sii=3

La encore, le nucléole est la somme des nucléoles des deux jeux. En particulier, on obtient
le méme partage que dans le cas 2.A.

Cas 2.C. : Le parti 1 a besoin de s’allier nécessairement avec le parti 2 pour garantir la
prime. Dans ce cas, la fonction caractéristique s’écrit :

(pMENEN | (] B) i S = {1,2,3}
]]\G_;N’%Jr(l—ﬁ)sié‘:{lﬂ}
BRe si S = {1,3}

V(S)={ petla i g — {9 3}

B si S = {1}

Bz si S = {2}

[ 0si S={3}

c’est a dire apres normalisation :

( 6%_’_(1—5) si S ={1,2,3}
PR+ (1 =0) s 5={1,2}

. B si S ={1,3}
V(s)= 1 phsis={23)

0siS={1}
0siS={2}
[ 0si S ={3}

Nous avons: V({1,3}) = V({2,3}).
Si V({1,3}) > V({1,2}) c’est a dire lorsque:
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> Y
NN-N;—

nous sommes nécessairement dans la classe 5. Par conséquent:

BM+3ReREe) +30-psii=1
Nu; (V)= ¢ B +305% ) +35(1-0)sii=2
5 (% - 3ha) 30— si=3

Si en revanche,

Ny No  _1-§
NN-N; = p

nous pouvons étre dans la classe 4 ou la classe 5. Nous serons dans la classe 4 lorsque:

Ny 1Ny Ny _1-4
N 2NN-N3— p

Notons que
N3 N4 <N3+1N3 N4
NN-N3;~— N 2NN-—-N3

Par conséquent, quand

Ny 1Ny Ny _1-4
N 2NN-N3— p

nous sommes dans la classe 4 et :

L%+ ¥R TNy ) tal-f)si=1
Nu(V) = { (3% 4 3R 4 10 M) 4 (1 By sii = 2

INg _Ng i,
SNV sit =3

Dans le cas contraire ou

Ny Ny _1-8_Ng 1N; N,

NN-N;— B — N e NN,

nous sommes dans la classe 5 et :

BN+ 38R ) +30-psii=1
Nu; (V)=<¢ p %+%%]]\ijj\>§ +2(1-p)sii=2
B(% - 33AE) 30— B sii=s

W
Nej



Conclusion :

Si

le nucléole vaut :
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Sinon, il vaut

2 N N—N3 4 N N—N3

N’U/‘ V e N2 1 N3 N1+N2 1 N3 Ny
i(V) g N tTaN NN TIN NN

1N3
52NN W sit=3

/6 N1 + 1N3 N1+N2 + 1N3 N4 +
+

Notons que dans tous les cas, les partis 1 et 2 obtiennent davantage que la somme des
nucléoles des deux composantes.

Cas 2.D. : Les 8 partis sont nécessaires pour la prime. Dans ce cas, la fonction car-
actéristique s’écrit :

( ﬁw—l—(l—ﬁ) si S ={1,2,3}
6N1+N2 siS={1,2}
N1+ 3« —
N J
B si S = {1}
5% si S ={2}
L 0siS={3}

c’est a dire apres normalisation:

(B +(1—pB)si S={1,2,3}
5TV%§VV1+]JVV2 siS={1,2}

R B2 si 5 ={1,3}

V(S) = BNS siS={23}

OsiS:{l}
0siS={2}
L 0siS={3}

On remarque que : V ({1,2,3}) > V({1,3}) = V({2,3}) > V ({1,2}). Nous sommes
dans la classe 1 de Legros lorsque :
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c’est a dire lorsque :

Dans ce cas:
e

Nu; (V) =19 B(H¥ +3

i

T3

1N

Notons que dans ce cas-la, les partis 1 et 2 regoivent plus que la somme des nucléoles dans
les deux composantes du jeux.

Si nous ne sommes pas dans la classe 1, nous ne pouvons étre dans la classe 2. Nous
sommes dans la classe 3 lorsque :

N3N1+N2<1—5 N3

2— < 2—.
NN-N3; — [ — N
Dans ce cas:
5%; + %(1 — B)si'z’.: 1
Nul(V): ﬁﬁ—f—i(l—ﬁ)SlZ:Q
ﬁ%sii:Z’)

Si nous ne sommes pas dans la classe 3, nous ne pouvons étre dans la classe 4. Nous
sommes dans la classe 5 lorsque:

<9l - "2
- N N—-Nj

[\

1—8 N3N, + N,
B

Dans ce cas:

By O3yt Tyl =) sii=1
Nu; (V) =3 BF+ B3R 31— 8)sii=2

E N = 22 (BURIEE

et on remarque que le nucléole est la somme des nucléoles des deux jeux.
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Cas 2E: En s’alliant, les partis 2 et 3 peuvent se garantir la prime. Dans ce cas, la
fonction caractéristique s’écrit :

(pRERetNs 4 (1 — 3) si S = {1,2,3}
BRER +(1-p)si S ={1,2}
BN L (1 - )i S = {1.3)

V(S) = BNﬁNB +(1-p)si S =1{2,3}

Bl s S ={1}
BN2 siS={2}
[ 0si S ={3}
c’est a dire apres normalisation :
(B +(1—pB)siS={1,23}

B3)
ﬁ]]\@]]\f}+]]\>§+(l p)si S = {1,2}
BRE+(1-p)si S ={1,3}
& (1-p)

V(S)=4q B3+ siS={23}
OSIS {1}
0siS={2}
| 0siS={3}

Tci ‘7({172’3}) _ ‘7({173}) — ‘7({2,3}) > ‘7({1,2}). On vérifie facilement que nous

sommes dans la classe 5. Par conséquent:

=
_|_
&

G
NU'L'(V): B %
B N3

—~
— = e
| | |

B)sii=1
p)sii=2
B)sii=3

=

+
Wi W= W=

0

&

=
+
&

2z =2z =2z
=
\
>z
+ + +
Wl W= Wl

—~

i
z

et on remarque que le nucléole est la somme des nucléoles des deux composante du jeu.
Cas 3: Seul le parti 1 peut se maintenir sans nouer d’alliance.

Cas 3.A. : Le parti 1 peut se garantir la prime sans alliance. Dans ce cas, la fonction
caractéristique s’écrit :

(NN (] — ) si S = {1,2,3}
sl 4 (1 gy S = {1,2)
5M+< _B)si S ={1,3)
V(S) = OSIS {2,3}

B + (1—0) si S ={1}
0515 {2}

( 0si S ={3}
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( 5N1+N tlag S = {1,2,3}

6N1+N4N 5 S S={1,2}

~ 6N1+N4N % s S =1{1,3}
V(S)=1¢ 0siS=1{23}

0siS={1}
0siS={2}
| 0si S ={3

Nous sommes ramenés au calcul sans prime. Nous en déduisons:

N N .
BN1+N4 +52 N1+N4) (N—§v3 + N—§v2> +(1-p)sii=1

. _ 1_ Ny No+Ns _ _ N3 s
Nu; (V) =< B3 s (T N, ) sii=2
Ny No+Ns _ _ No s
62 M1+ N2) N N, ) sti=3

Cas 3.B. : Le parti 1 a besoin de s’allier avec le parti 2 ou le parti 8 pour garantir la
prime. Dans ce cas, la fonction caractéristique s’écrit :

( BMENaENs 4 (1 ) i S = {1,2,3}
sl () gy gi's = (1,2)
ﬁNﬁNg +(1—=p)si S={1,3}

NNz

V(S)=1 0si S {2,3}
Br——- si S = {1}
0 si S {2}
c’est a dire apres normalisation:
(6N1+N4M+(1 6)8152{17273}

Prgmvs T(1=F)sis={12)
=5 6N1+N4N No + (1 ﬁ) si S = {1,3}
V(S)=14 0siS=1{23}

0siS={1}
0siS={2}
| 0si 5 ={3

Encore une fois, puisque V({2,3}) = 0, seules les 3 premicres classes sont & considérer.
Nous serons dans la classe 1 lorsque :
(N2 + N3) N, N+ Nal o N+ Ny

-3 2
N N—Ng+ Ny - Ny

B

ce qui est impossible. Il reste donc a examiner les classes 2 et 3. On vérifie aussi que la
classe 2 est impossible. Il reste donc exclusivement la classe 3. On en déduit :
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No N s .
6N1+N4 +52 NN <N7N3 + Nj\@) +(1-p)sii=1

. _ 1 4 No+N3 _ _ N3 s
Nu; (V) = 52N1+N4 ~ ooy ) sii=2
1_ Ny No+N3 — _ No Pg
52 N1+Na N N-N; ) StU= 3

et on remarque que le nucléole est la somme des nucléoles des deux composantes du jeu.

Cas 3.C. : Le parti 1 a besoin de s’allier nécessairement avec le parti 2 pour garantir la
prime. Dans ce cas, la fonction caractéristique s’écrit :

(NN (] B) si S = {1,2,3}
gl L (1 ) si 5 = {1,2}
5M+N§ si S ={1,3)

V(S)={ 0si S = {2,3}

Br——- si S = {1}

0 si S {2}

[ 0si S ={3}

(Brgw e+ 1-F)si 5= {1,2.3)

5N1+N4N (1= 9) 515 = {1,2)

~ 6N1+N4N % s S =1{1,3}
V(S)=1¢ 0siS=1{23}

0siS={1}
0siS={2}
[ 0si S ={3}

Comme dans les deux cas précédents, les classes 4 et 5 peuvent étre éliminées. Un raison-
nement identique a celui du cas précédent permet aussi d’éliminer les classes 1 et 2. Il ne
subsiste que la classe 3. Par conséquent:

N N. N. 1 —
6N1+1N4 +62N1+N4 (vas aaly e ?\/2) + 5(1 —B)sii=

Nui(V) = ¢ Syt (205 - ) + 30— 9 sii =

+ Ny N N—Ns
1_Ng Not+Nz _ _No —
53 Nt N2 N N ) Sii=3

et on remarque que le nucléole est la somme des nucléoles des deux composantes du jeu.

Cas 3.D. : Les 3 partis sont nécessaires pour la prime. Dans ce cas, la fonction car-
actéristique s’écrit :
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(pAENtNs (1 — B) si S = {1,2,3}
pRtR i § = {1,2}
5N1+A? si S ={1,3}

V(S)=< 0si S {2,3}

BN si S ={1}

0 si S {2}

[ 0si S ={3}

c’est a dire apres normalisation:

p 6N1114N4 No+N3 + (1 6) siS = {]-7 273}
5N1+N4 siS={1,2}

~ 6N1+N4N 5 s S={1,3}
V(S)=1¢ 0siS=1{23}

0siS={1}
0siS={2}
[ 0siS={3}

Puisque V({2,3}) = 0, seules les 3 premicres classes sont a considérer. Nous serons dans
la classe 1 lorsque:

N2+N3_|_N1+N4 Ny

=5 N, (1_5)235N—N3’

c’est a dire:

1—5> Ny 3 Ny _N2+N3
3 "N tN,|"N_N, N |

Dans ce cas:

N. Na+N. 1 s

5<N1+N4 SN §3>+§(1—5)SH—1
Nu; (V) = ;NJEN NotNa 4 1(1 - 3) sii=2
uﬁN +3(1—p)sii=3

6 3 N1+N4
Nous serons dans la classe 2 lorsque :

Ny Ny Ns Ny + N3:| < 1-p Ny { Ny Ny + N3

+2 - S 3 - )
Ni+ Ny |N—Nj N — N, N I} Ni+ Ny | N—Ng N

et dans ce cas:

1_N. No+N: 1 Ca
6N1+N4+61N1+4N4<2 miaale N) i(1=p)sii=1

Nu; (V) = 51N1+4N4 N2+N3+NN3 —1—1(1—5) sii=2
%leileAl NZ;NB - N]ji\[g 1 (]. - 6) sit?=3
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Enfin, nous serons dans la classe 3 lorsque:

g N[ M, N N
B T Ni+Ny [N-N3 N-N, N
Dans ce cas:
Pt + Ot (i + ) i =1
Nui (V) = { Bymem (% — 7o ) t3(1—8) sii=2
v (S = ) +30-) s 13

Les partis 2 et 3 obtiennent dans ce cas plus que la somme des nucléoles des deux

composantes.

Cas 1’ : Les partis 1 et 2 peuvent se maintenir seuls, le Parti 3 ne peut pas
faire Alliance Dans ce cas, Nous avons un jeu a deux joueurs: les partis 1 et 2.

Cas 1".A’. : Le parti 1 n’a pas besoin du parti 2 pour se garantir la prime.

{ M-+ (1-p) sii=1

N_
Na
N—Ns3

sig =2

Cas 1°.D’. : Le parti 1 a besoin du parti 2 pour garantir la prime

{ M-+ 1(1-p8)sii=1

Nes 2 .
v Ts(1=0)sii=2

Cas 2’: Le parti 1 peut se maintenir seul, 2 a besoin d’une alliance, 3 ne peut

pas se maintenir méme avec alliance.

Cas 2°.A°. : Le parti 1 n’a pas besoin du parti 2 pour garantir la prime.

Mt 4 (1-p6)si S ={1,2}
V(S) =4 s+ (1-8) si S = {1}

0siS={2}

c’est a dire apres normalisation:
Na Mo i S = {1,2}

~ N1+Ny N—N3
7(s)={ 0si9={1}
0siS={2}

On en déduit:
- 1_N; N o
Nu; (V) = Bym: T Bswin; N T (1-B)sii=1
Z 5% No__No_ gjj—=2

N1+Ngy N—N3
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Cas 2°.D’. : Le parti 1 a besoin du parti 2 pour garantir la prime.
%_;% +('1—B) si S ={1,2}
V(S) =1 v, st S ={1}
0siS={2}
c’est a dire apres normalisation:

R T+ (1- B) si S = {1,2}

V(S)=4¢ 0siS={1}
0siS={2}

On en déduit:

M N. Ny .
N (v) = { P P hamin T3l - f)sii=1

N1+N4y N—Nj3

Conclusion sur le cas mixte Les seuls cas ou le nucléole peut différer de la somme
des nucléoles pour les deux composantes du jeu sont les suivants : 2C, 2D et 3D. Dans
les 15 autres cas logiquement possibles, le nucléole est la somme des nucléoles des deux
composantes.

7.3 Appendice 3: Calcul de la Valeur de Shapley

La valeur de Shapley est une solution additive. Nous pouvons donc étudier séparément les
deux composantes du jeu. Nous le faisons d’abord dans le cas ou trois joueurs sont présents
dans chaque composante.

7.3.1 Appendice 3.1: Le Cas d’une Prime majoritaire ”Pure”

Reprenons les cas distingués lorsqu’a été calculé le nucléole en section 7.2.1.

Cas A : les contributions marginales des joueurs 2 et 3 sont toujours nulles, et le parti
1 obtient toute la prime.

Cas B : la contribution marginale du joueur 2 ou 3 est non nulle seulement dans le cas
ou ce joueur rejoint le parti 1 seul. Chacun de ces deux joueurs obtient donc 1/6 de la prime,
le parti 1 recevant les 2/3 restants.

Cas C : la contribution marginale du joueur 3 est toujours nulle, tandis que les joueurs 2
et 3 sont dans des situations symétriques : ces deux joueurs se partagent donc égalitairement
la prime.

Cas D et E : les trois joueurs sont dans des situations rigoureusement symétriques : ils
se partagent donc égalitairement la prime.

Cas A’ : la contribution marginale du joueur 2 est toujours nulle, le joueur 1 remporte
toute la prime la prime.

Cas D’ : les deux joueurs sont dans des situations rigoureusement symétriques : ils se
partagent donc égalitairement la prime.

Remarque. La prédiction de la valeur de Shapley coincide avec celle du nucléole dans
tous les cas, sauf le cas B ou le nucléole attribue I'intégralité de la prime au joueur 1.
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7.3.2 Appendice 3.2: Le Cas d’un Scrutin Proportionnel ”Pur”

Cas 1: Les partis 1, 2 et 3 peuvent se maintenir seuls Dans ce cas, chaque parti
regoit une part des sieges proportionelle a son nombre d’électeurs :

%siizl,
Sh; (V) = NWZS%ZIZZ
WSSIZ:&

La valeur de Shapley coincide avec le nucléole.

Cas 2: Seuls les partis 1 et 2 peuvent se maintenir sans alliance, le parti 3 a
besoin d’une alliance Dans ce cas, la fonction caractéristique est donnée par (1), et on
peut calculer la contribution marginale de chaque joueur, selon la coalition qu’il rejoint.

Ordre de formation | Contrib. marginale de 1 | Contrib. marginale de 2 | Contrib. marginale de 3
123 N Ny + (N1+N2)N3 N3  (Ni+N2)N3
N N(N—N3) N N(N—N3)
132 2 2 S
N N N
213 Ny + (N1+N2)Ns3 Ny N3  (N1+N2)N3
N N(N—N3) N N N(N—N3)
231 N N2 N3
N A 3
312 ¥y ¥ 0

Le tableau se lit de la maniere suivante. Dans chaque ligne, on indique 1’ordre de forma-
tion de la coalition; par exemple, dans la ligne 123, on considere ’ordre suivant: 1 est d’abord
seul, rejoint par 2, et ensuite 3 rejoint la coalition {1,2}. Dans chaque colonne, on lit alors la
contribution marginale de chaque joueur pour cet ordre de formation. Lorsque le joueur 1 est
seul, il apporte la contribution V({1}) = £, lorsque 2 rejoint 1, il apporte la contribution

marginale V' ({1,2}) — V({1}) = Sz + ]\[1&7]\[2]\)/\;3 et enfin lorsque 3 rejoint la coalition {1,2},

il apporte la contribution margmale V({1,2,3}) - V({1,2}) =2 - xl(;—]f"}g?'

La valeur de Shapley attribue au joueur 1 la moyenne de ses contributions marginales
pour les six ordres de formation possibles de la grande coalition. Examinons ces différentes
contributions marginales. Quand le joueur 1 rejoint le joueur 2 seul (ligne 213), sa con-
tribution marginale est supérieure a 1]\\[} a cause de "l'effet dilution”. En effet, la coalition
{1,2} fait mieux que la somme de ses membres, puisqu’en se formant, elle exclut le joueur
3. Le joueur 3 ne pouvant se maintenir, les voix de 1 et 2 sont moins diluées, et a nombres
de voix constants, ils remportent plus de sieges. Quand le joueur 1 rejoint le joueur 3 seul
(ordre 312), il permet au joueur 3 de se maintenir, et le gain marginal est donc 51 + 42,
La encore, sa contribution marginale est supérieure a sa valeur de Gamson, a cause de cet
"effet maintien”: il permet au joueur 3 de poursuivre au second tour. S’il rejoint la coalition
{2,3}, la contribution marginale est exactement égale & &t ~ buisque le joueur 3 pouvait déja
se maintenir grace a la présence du joueur 2.

On raisonne de la méme maniere pour les joueurs 2 et 3. On en déduit les valeurs de
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Shapley:

Ny, 1INs N1+N2 P
¥ tTow (1 sii=1,
. . No lNg N1—|—N2 L
Shi(V)=9 R+ex(l+ sii =2,
Ns 1N3 N1+N2 Lo
N3 1+ sii=3.

Dans ce cas, le joueur 3 obtient moins que sa valeur de Gamson (a cause de l'effet maintien
et de l'effet dilution). La différence est répartie également entre 1 et 2.
Remarque. Shapley rémunere plus les listes 1 et 2 que ne le fait le nucléole.

Cas 3: Seul le parti 1 peut se maintenir sans alliance, les partis 2 et 3 ont besoin
d’une alliance Dans ce cas, la fonction caractéristique est donnée par (2), et on peut
calculer la contribution marginale de chaque joueur, selon la coalition qu’il rejoint.

Ordre | Contribution de 1 Contribution de 2 Contribution de 3
123 N1 Ny No Ny No+N3 — _ No
N1+Ny N1+Ny N—N3 N1+Ny N N—N3
132 Ny Ny No+N3 _ _Ng Ny Ns
N1+Ngy N1+Ny N N—N» N14+Ng N—N2
213 Nl N4 N2 O N4 N2+N3 _ N2
N1+Ngy Ni1+Ngy N—N3 N1+Ny N N—N3
Ny Ny No+N3
231 Ni14+Ng + Ni14+Ng N 0 0
312 Ny Ny N3 Ny No+N3 N3 0
N1+Ny N1+Ny N—N» N1+Ny N N—N>
Ny Ny No+N3
321 RS + NN, N 0 0
On en déduit des valeurs de Shapley:
Ny 1Ny N2+N3 + 1 No 1_Ns sii=1
N1+Ny 3 N1+Ny 2N— N3 2 N—Ns )
. _ 1_ Ny N2+N3 No N3 s
Shi(V) =19 smim + 37 N TN ) Sti=2
1_ Ny No4+N3s _ _ No 1_N3 sii=3
3 N1+Ny N N—N3 2 N—Nsy :

Remarque. Shapley rémunere moins la liste 1 que ne le fait le nucléole.

Cas 1’ : Les partis 1 et 2 peuvent se maintenir seuls au second tour, méme avec
alliance 3 ne peut pas se maintenir®® Les seuls joueurs actifs sont donc les joueurs 1 et
2. Si le parti 2 peut se maintenir seul, le jeu est additif et la valeur de Shapley, tout comme
le nucléole, est proportionnelle au vecteur des scores :

Ny
{ N—N3
No
N—N3
30Comme noté lors du calcul du nucléole, les situations ol le PS et le Front de gauche ont conclu une

alliance pré-électorale et ont présenté une liste commune dés le premier tour s’analysent de maniére similaire.
Dans les formules qui suivent, il suffit de prendre N3 = 0.

st =1,

Shi (V)

sii = 2.
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Cas 2’ : Seul le parti 1 peut se maintenir sans alliance, 2 a besoin d’une alliance
pour se maintenir, et méme avec alliance 3 ne peut pas se maintenir En utilisant
la fonction caractéristique donnée en 3, on peut calculer la contribution marginale de chacun
des deux partis a la coalition, selon son ordre de formation :

ordre de formation de la coalition {1,2} | Contribution de 1 Contribution de 2
12 N1 N4 N2

N1+Ny N14+Ng N—N3
21 L D R [

N1+Na N14+Na N—N3g

D’ou les valeurs de Shapley :

N; + 1 Ny No s
= sit=1
_ Ni+N. 2 Ny+Ny N—N-:
Sh, (V) — { 11+N4 1+Ng 3

1 4 Na O
SN N, NN, S11 =2

qui coincident avec celles trouvées pour le nucléole.

7.4 Appendice 4 : Résultats électoraux détaillés par région

Cettte annexe présente les résultats détaillés pour les régions Aquitaine, Auvergne et Bre-
tagne. Les données ont été obtenues sur le site du Ministere de I'Intérieur:

http://www.interieur.gouv.fr/sections/a_votre_service/elections/actualites/regionales-2010
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résultats des élections régionales du 14-03-2010 par région. diffusion : CDSP, source : Ministére de I'Intérieur

Sigle force Téte(s) de liste AQUITAINE
politique VOix % exprimés

EXG NELLY MALATY 8519 0,79
EXG PHILIPPE POUTOU 27284 2,52
COM GERARD BOULANGER 64370 5,95
SOC ALAIN ROUSSET 406871 37,63
ECO MONIQUE DE MARCO 105405 9,75
ECO MICHEL CHRETIEN 20952 1,94
MODEM JEAN LASSALLE 112737 10,43
UMP XAVIER DARCOS 238367 22,05
FN JACQUES COLOMBIER 89378 8,27
DIV XAVIER-PHILIPPE LARRALDE 230 0,02
DIV JEAN TELLECHEA 7086 0,66
Inscrits 2280634
Votants 1130111
Exprimés 1081199
Blancs et Nuls 48912
Taux de Participation (%) 49,55
Nombre de listes présentées pourla 11

résultats des élections régionales du 21-03-2010 par région. diffusion : CDSP, source : Ministére de I'Intérieur

Sigle force Téte(s) de liste AQUITAINE
politique VOix % exprimés

SOC ALAIN ROUSSET 643767 56,34
MODEM JEAN LASSALLE 178852 15,65
UMP XAVIER DARCOS 320105 28,01
Inscrits 2280084
Votants 1206792
Exprimés 1142724
Blancs et Nuls 64068
Taux de Participation (%) 52,93
Nombre de listes présentées pour la 3

Figure 1: Tableau A1l : Résultats détaillés Aquitaine
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résultats des élections régionales du 14-03-2010 par région. diffusion : CDSP, source : Ministére de I'Intérieur

Sigle force Téte(s) de liste AUVERGNE
politique Voix % exprimés

EXG MARIE SAVRE 5832 1,22
EXG ALAIN LAFFONT 20031 4,19
COM ANDRE CHASSAIGNE 68050 14,24
SOC RENE SOUCHON 133923 28,03
ECO CHRISTIAN BOUCHARDY 51092 10,69
MODEM MICHEL FANGET 21523 4,51
UMP ALAIN MARLEIX 137199 28,72
FN ERIC FAUROT 40098 8,39
Inscrits 995132
Votants 500027
Exprimés 477748
Blancs et Nuls 22279
Taux de Participation (%) 50,25
Nombre de listes présentées pour la 8

résultats des élections régionales du 21-03-2010 par région. diffusion : CDSP, source : Ministére de I'Intérieur

Sigle force . . AUVERGNE
Téte(s) de liste
politique Voix % exprimés

SOC RENE SOUCHON 305792 59,67
UMP ALAIN MARLEIX 206663 40,33
Inscrits 994049
Votants 545554
Exprimés 512455
Blancs et Nuls 33099
Taux de Participation (%) 54,88
Nombre de listes présentées pour la 2

Figure 2: Tableau A2 : Résultats détaillés Auvergne
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résultats des élections régionales du 14-03-2010 par région. diffusion : CDSP, source : Ministére de I'Intérieur

Slglt'e force Téte(s) de liste : BRETAGNE __
politique Voix % exprimés

EXG VALERIE HAMON 16129 1,47
EXG LAURENCE DE BOUARD 27401 2,49
COM GERARD PERRON 38559 3,51
SOC-COM-

autreG JEAN-YVES LE DRIAN 408554 37,19
ECO GUY HASCOET 134112 12,21
ECO CHARLES LAOT 29029 2,64
MODEM BRUNO JONCOUR 58841 5,36
UMP BERNADETTE MALGORN 260645 23,73
FN JEAN-PAUL WILLIAM FELIX 67870 6,18
DIV CHRISTIAN TROADEC 47108 4,29
DIV ALEXANDRE NOURY 10306 0,94
Inscrits 2332929
Votants 1139018
Exprimés 1098554
Blancs et Nuls 40464
Taux de Participation (%) 48,82
Nombre de listes présentées pour la 11

résultats des élections régionales du 21-03-2010 par région. diffusion : CDSP, source : Ministére de I'Intérieur

Sigle force Téte(s) de liste BRETAGNE

politique Voix % exprimés
SOC-COM-
autreG JEAN-YVES LE DRIAN 600260 50,27
ECO GUY HASCOET 207435 17,37
UMP BERNADETTE MALGORN 386394 32,36
Inscrits 2333055
Votants 1242987
Exprimés 1194089
Blancs et Nuls 48898
Taux de Participation (%) 53,28
Nombre de listes présentées pour la 3

Figure 3: Tableau A3 : Résultats détaillés Bretagne
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7.5 Appendice 5 : Les Limites de ’Approche en Terme de Fonc-
tion Caractéristique

Dans ce travail, nous avons choisi de modéliser le jeu d’alliance en utilisant le concept de
fonction caractéristique. Un autre choix de modélisation aurait consisté a retenir le concept
plus général de fonction de partition (Thrall et Lucas (1963)). Cette fois, pour chaque
partition concevable m de I’ensemble des joueurs et chaque coalition S dans cette partition,
on associe une valeur V' (S, 7).3 Une valeur est une fonction o qui attache & toute fonction de
partition V' un vecteur de paiements o (V) € R™ (un paiement pour chacun des joueurs). On
peut également définir des concepts de coeur et des concepts de sur-additivité. La fonction
de partition considérée dans notre papier présente des externalités négatives : du point de
vue d'une coalition S, plus la partition de N\S est fine, plus son surplus est élevé.

Clairement, le concept de fonction de partition est incontournable lorsque le paysage
politique et la combinatoire du jeu d’alliances en résultant s’enrichissent. Considérons le cas
d’un paysage politique composé des six principales formations considérées dans notre article:
les trois formations de gauche PS, FE et FG, TUMP, le F'N et un parti centriste C'. Ici
nous avons supposé que le jeu d’alliances ne concernait que le sous-ensemble { PS, FE, FG}
mais si nous supposons que l'alliance a droite avec le F'N est dédiabolisée et que le centre
peut s’allier avec tout ou partie des formations de droite ou de gauche, on enrichit con-
sidérablement le nombre de configurations. La combinatoire du jeu politique des alliances
devient considérablement plus subtile.

Peut-on néanmoins faire I’économie du concept de fonction de partition dans le cadre
ce notre article 7 Dans le cadre d'un jeu a 3 joueurs, la seule différence éventuelle entre la
fonction caractéristique et la fonction de partition ne porte que sur les singletons: que peut
espérer un parti qui se présente seul au second tour ? Nous allons examiner ci-dessous cette
question dans le cas ou la composante prime est ignorée. Trois cas se présentent:

Si les trois partis peuvent se maintenir seuls, le jeu est additif et la question est sans
intérét.

Si seul le parti fort peut se maintenir seul, alors la question est également sans intérét

Si les deux partis les plus forts peuvent se maintenir (seuls) et que le dernier a besoin de
s’allier, alors si le parti 1 ou(et) 2 décide(nt) de faire cavalier(s) seul(s) alors il(s) doit(vent)
se demander ce que vont faire les deux autres.

Dans ce cas, la fonction de partition s’écrit :

31Notons le léger changement de notations par rapport a la section 2, o V (S, 7) représente le nombre
de sieges de la coalition S lorsque les alliances entre joueurs autres que ceuxr de S sont représentés par la
partition 7 .
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( 0siS={3}

MosiS={1} et my = {{2,3}}
v S8 = {1} et 7y = {{2} . {3}}
L2 siS={2} et m_y ={{1,3}}
V(S) =1 g oS ={2} et mu = {{1},{3}}
Nt § = {1,3)

Mot gi § ={2,3}

R s S ={1,2}

| MeeNotNa i g {1 2,3}

Quelle est la solution équivalente a la valeur de Shapley dans le cas d’'une fonction de
partition 7 Maskin (2003) a proposé une extension de la valeur de Shapley & ce contexte.
Une famille de valeurs ont été introduites et axiomatisées par De Clippel et Serrano (2008a,
b) Il n’existe aucune formule générale de calcul de la valeur de Maskin et des valeurs de De
Clippel et Serrano (DCS ci apres). De Clippel et Serrano démontrent que si o est une valeur
satisfaisant les axiomes d’anonymat, d’efficacité et de monotonicité alors pour tout ¢ € N
o; (V) € [u; (V),v; (V)] ou les bornes sont les valeurs de deux programmes linéaires. Dans
le cas ou n = 3, ils montrent que :

L Maz{0.6 (V) —&; (V)} + Maz {0,& (V) — & (V)}
6

_ Max {0,6; (V) —e; (V)} + Max {0,e, (V) —&; (V) }
6

(V) = ol (V)

(V) = of (V)
e (V) = Viy (00}, U R} = VI () U 61

est I'indice d’externalité attaché au joueur i et o* est I'unique valeur (DCS, Prop 3) satis-
faisant les axiomes d’anonymat, d’efficacité et de marginalité. o (V') se calcule facilement
car o) (V) est la valeur de Shapley (ordinaire) du joueur i dans le jeu sans externalités
décrit par la fonction caractéristique V* (S) = V(S, {S, {7} iem s}- Cette valeur est appelée
"externality-free value” par DCS. Dans le cas de notre jeu:

(V) = NN NN
! N N-N; N(N-N,)
B N3N
=(V) = “FN =Ny
£3 (V) =0
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VE(S)

((0siS = {3}

o si S = {1}
N]Ev si § = {2}

Mtlagi § = {1,3}
il i § = {2,3}
Mt i § = {1,2}

NN 4Ns
[ s 8 = {1,2,3}

On remarque que V* differe de la fonction caractéristique construite V' : V* n’est pas
sur-additive en raison de I’externalité négative. Apres calculs, on obtient

pa (V)
p2 (V)

s (V)

1241 (V)
Uy (V)

V3 (V)

B AN ]
N 6N N — N
N 1N ]
N 6N N — Nj
2N; 1N 3N, + 3N,
3_N_€W{ N—Ng]
RIS
N 6N N — N
N AN, ]
N "6N N — N
2N; 1 Ns [3N; 43N,
3_N_6WlN—N3]

&"—1%[14— Gl ]
N 6N N — N3
Ny 1N; Ny + 2N,
W*W{ W]
2N3 1 N3 [2N; 4+ 2N,
3_N_8W{ N—Ng}

A titre de comparaison, rappelons que la fonction caractéristique V** considérée dans
notre article differe de V*: V**({1}) = & et V**({2}) = 2. La valeur de Shapley que nous
utilisons dans notre article est décrit par le vecteur®?:

32Voir I'appendice 3.
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N 1IN, [ N 4N
Shi (V) = ﬁ*awgl”ﬁ}
No 1N;[. N +N.
Shy (V) = ﬁ*éﬁ[”fj\fﬂ
9Ny 1N [2N; + 2N,
h _ 2N LN 2N+ 20
Shs (V) 3N 6N l N — Ns ]

On constate que Shs (V) correspond a la borne supérieure du cube de DCS alors que
Shy (V) correspond a la borne inférieure de ce cube. La valeur de Shy (V') est intermédiaire
entre les deux bornes. On constate que pour toutes les valeurs, le joueur 3 récupere au mieux

les 5 de sa part. En fait, il faut enlever aux § une fraction additionnelle qui oscille entre
% N +1§2112N4 t % Nlﬁlﬁﬁfm et qui est d’autant plus élevée que N4 est élevé. A strictement

parler, les différentes valeurs décrivent des partages différents mais les différences entre ces

LN3 2Ny —Np 1N3 Ny o LNg | N4 Np
6 N N-N3 '6 N N-Ns 6 N | N-Ns |-

Dans le cas du Limousin, on obtient par exemple des écarts égaux a 1.5898%, 0.96% et
1.29%. Nous conjecturons que dans le cas de la valeur de Shapley les différences entre les
différentes valeurs attachées a la fonction de partition sont négligeables.

Comme nous l'avons déja indiqué, cet article n’est pas un modele destiné a expliquer
la nature des coalitions qui se forment: nous avons postulé que la grande coalition se
formait®®. Autant cette hypothese est naturelle en I’absence d’externalités lorsque la fonc-
tion caractéristique est sur-additive, autant elle est plus discutable en présence d’externalités.
Comme le montre Halafir (2007), la sur-additivité de la fonction de partition n’implique plus
nécessairement que la grande coalition est efficace. Cette difficulté est ignorée par DCP
(2008a) dont l'axiome d’efficacité suppose la formation de la grande coalition. En revanche,
la question de la formation des coalitions est au coeur des articles de Maskin et d’Hafalir. Ces
deux auteurs étudient un protocole de négociation. Hafalir démontre que le protocole produit
toujours une partition efficace qui ne coincide pas nécessairement avec la grande coalition.
Maskin démontre que dans le cas d’une fonction de partition avec externalités négatives et
n = 3, on obtient la grande coalition; ceci cesse d’étre vrai en cas d’externalités positives.
Il démontre aussi que la grande coalition émerge dans le cas ou la fonction caractéristique
V*(S) =V(S,{S, N\S}) a un coeur non vide.

De Clippel et Serrano (2008b) approchent le probléme en des termes sensiblement différents.
Ils se situent dans une tradition qui trouve son origine dans des travaux plus anciens comme
par exemple Aumann et Dreze (1974) et Shennoy (1979). Le jeu est présenté comme un jeu a
deux étapes : dans une premiere étape, les coalitions se forment puis dans une seconde étape,
les gains sont partagés au sein de chaque coalition formée a la premiere étape. S’agissant de
la deuxieme étape, DCS définissent, pour chaque structure de coalition 7, une valeur comme
celle qu’ils ont considérée dans leur autre article: on définit la fonction de partition V(. g

différents partages sont respectivement bornées par

33Dans le cas des élections régionales, la grande coalition a toujours émergée & 'exception de la Bretagne.
Dans le cas de la Bretagne, le jeu (& 2 joueurs, le PS et EE) est additif et non strictement sur-additif. La
formation de la coalition deveint plus sensible & des facteurs (gains ou pertes) non modélisés dans cet article.
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définie par Vi s)(S',7') = V(5,7 Umng) ott (S, ') est un atome de la restriction de m a S.
Une valeur attribue un vecteur de paiement a chaque paire (7, S) ot S est un atome de 7. Les
résultats de DCS (2008a) peuvent étre reformulés en remplacant & chaque fois N par S. Le
jeu de formation de coalitions correspond alors a un jeu dont 'issue est une partition; le jeu
de continuation est alors "résolu” avec une valeur. De Clippel et Serrano considerent alors
plusieurs concepts de solution comme le coeur ou le concept de dominance3*. Ils identifient
les causes d’inefficacité et énoncent quelques conditions suffisantes d’efficacité.

7.6 Appendice 6 : Compléments sur le nucléole et la valeur de
Shapley

7.6.1 Le Nucléole

Commengons par appeler quelques définitions. Soit un jeu coopératif TU (N, V) ou N=
{1,...,n} avec n > 2 est un ensemble fini de joueurs et V' est une fonction qui associe un
nombre réel V(S) a chaque sous-ensemble S de N.?* 1l est supposé que V(&) = 0. Nous
noterons Xrp = {y e R* | >0 yi =V (N), y; > V({j}), Vj € N} I'ensemble des imputa-
tions, c’est a dire 'ensemble des partages qui sont individuellement rationnels, c’est a dire
qui garantissent a chaque joueur ce qu’il peut obtenir seul s’il ne noue aucune alliance. Un
arrangement © € X;p est ainsi une répartition des sieges dans la grande coalition qui re-
specte le pouvoir des joueurs pris isolément (a vrai dire on pourrait considérer n’importe quel
sous-ensemble X convexe et compact de R* comme ensemble des plateformes de négociation
concevables). Pour toute imputation x € X;g on calcule 6(z) le vecteur de dimension 2"
dont les coordonnées sont les nombres e(S,x) = V(S) — >, ga; pour § C S CN ordonnés
des plus grands vers les plus petits c’est & dire, §(x) > 67(x) for 1 <4 < j < 2". Le nombre
e(S,x) est appelé l'excés de la coalition S : plus ce nombre est élevé, plus la coalition S a
lieu d’etre mécontente du partage reflété par x. En effet ce nombre mesure 1’écart entre ce a
quoi pourrait aspirer (voire se garantir) cette coalition compte tenu de ses forces et ce qui lui
est proposé au travers de x. Plus ce nombre est élevé, plus il est a prévoir que la coalition
S sera mécontente de la proposition z. La coalition la plus plaintive contre x sera, avec la
notation qui précede, la premiere coordonnée du vecteur f(x). On peut tres bien imaginer
une négociation ou les négociateurs examinent prioritairement les coalitions les plus plain-
tives et 'amplitude de leur plainte. Dans cette logique, ’attention devrait donc porter sur
la minimisation des plaintes les plus criantes et ne retenir que les arrangements passant avec
succes le premier test. Cet ensemble est appelé le moindre coeur®® du jeu V. Formellement,
le Moindre Coeur de (N, V) noté LC(V,N) est 'intersection de tous les e— core non vides
de (N, V), ou, étant donné un nombre réel ¢, le € — core de (N, V) est Pensemble:

C’EE{xGXpO:e(S,x)§ep0urt0ut®§£5§./\/}.

La notion de Moindre Coeur a été introduite par Maschler, Peleg et Shapley (1979). Si (N, V)

3411 n’est pas certain qu’une solution existe toujours (voir par exemple Tutic (2009)).
350n supposera ici que toutes les coalitions sont admissibles.
36 Least Core en Anglais.
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est suradditif, alors LC(V,N) C X;g. En pareil cas, LC(V,N) contient les vecteurs z tels
que 01(z) = 01(z*). Notons qu’alors, * € LC(V,N).Cet ensemble peut lui méme contenir
plusieurs partages. Comment trancher parmi ceux qui restent 7 En suivant cette logique,
on peut examiner les plaintes les plus criantes en descendant d’un cran dans 1’échelle des
plaintes c’est a dire en considérant les plaintes les plus criantes résiduelles une fois éliminées
celles qui sont les plus criantes. On construit ainsi un nouvel ensemble contenu dans le
précédent et on peut continuer d’appliquer ainsi cette logique lexicographique. Le nucléole”
de (N, V) est 'unique vecteur N, (V') = z* € X p tel que §(z*) est minimal, au sens de l'ordre
lexicographique dans 'ensemble {0(y) | y € X r}. Le nucléole résulte donc d’une négociation
ol les négociateurs sont attentifs aux plaintes les plus séveres et partagent implicitement la
vue selon laquelle ces plaintes doivent étre prises en considération en premier dans I'ordre
des priorités; d'une certaine maniere, les négociateurs, tout en faisant prévaloir leur pouvoir,
ne sont pas dépourvus d’un certain sens égalitaire (de type Rawlsien ici). Naturellement,
on aimerait mieux qu’aucune plainte ne soit enregistrée contre un partage. L’ensemble de
tels partages constitue ce que I'on appelle le coeur®® du jeu V. Le nucléole choisira alors un
partage dans le coeur : plutot que de minimiser la plainte la plus sévere, il s’occupera de
maximiser le gain le plus modeste. Hélas, dans de nombreux jeux V (dont fait partie notre
jeu spécifique) le coeur est vide et il n’est pas possible d’éviter les plaintes.

Cette logique de négociation basée sur les plaintes apparait aussi dans un autre ensemble
important de la théorie des jeux coopératifs appelé ensemble de marchandage®® introduit par
Aumann et Maschler (1964). Dans la suite, étant donné deux négociateurs i et j dans N,
nous noterons N;; 'ensemble des coalitions S CN telles que i € S et j ¢ S. Soit x € X/ un
partage proposé comme arrangement. On dira que ¢ a une objection contre j et le partage x
si il existe un autre partage y et une coalition S € N;; telle que e(S,y) = 0 et yp > x;, pour
tout k € S. Le négiociateur ¢ brandit la menace de quitter la table en pointant du doigt le
negociateur j sur la base du fait qu’il existe une coalition S ne contenant pas j et pouvant
garantir & ses membres (si la menace est mise a exécution) un partage unanimement préféré
a celui qui est proposé. Le négociateur j peut-il réagir a cette attaque avec une certaine
légitimité 7 Une contre-objection de j a I’encontre de 1'objection (.5, y) formulée par i contre
J est une paire (T,z) ou T € Nj; et TN S # & et z vérifie e(T,z) = 0, 2z > x5, pour tout
k €T et zp >y, pour tout k € SNT. En d’autres termes, j contre attaque en argumentant
qu’il pourrait lui aussi quitter la table en critiquant le partage = comme le fait ¢ (sans son
concours car ¢ ¢ T et en garantissant aux membres de S qu'’ils solliciteraient un traitement
meilleur que celui qui est offert par ¢ dans son objection). L’ensemble de marchandage de
(N, V) est 'ensemble B(V) des partages z tels que pour toute paire de joueurs i et j, il
existe une contre-objection en réponse a toute objection éventuelle de ¢ contre x et j. Il
qualifie en quelque sorte la force de dissuasion. Peleg (1963) a démontré que I’ensemble de
marchandage est non vide.

L’ensemble de marchandage contient en général une multiplicité de partages et ’attention
s’est tournée vers celui (ou ceux) qui pouvai(en)t dans ce vaste espace de négociation servir

37 Nucleolus en Anglais.
38 Coeur en Anglais.
39 Bargaining Set en Anglais.
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de ou étre comme considéré(s) comme des points focaux. Au nombre de ceux-ci figure en
bonne place le noyau introduit par Davis and Maschler (1963). Le noyau'® du jeu V est
I’ensemble K (V') des partages x tels que pour tout i,j € N :

sij(x) = 52%[}26(5, x) > sji(x) = éléj&\tf}]ie(S, x) implique z; = V({j})

Cette définition indique clairement qu’un partage fait partie du noyau des U'instant (sous
réserve que ’on ne bute pas sur les contraintes de rationalité individuelle) o pour chaque
paire possible de négociateurs, les plaintes maximales qu’ils peuvent formuler I'un contre
I’autre s’équilibrent. Le noyau est un sous-ensemble non vide de ’ensemble de marchandage.
Cette solution introduit dans le champ des négociations acceptables des considérations
d’égalité mais d’une nature différente de celles qui ont prévalu pour le nucléole. FEn fait,
pas si éloignées que cela, car le nucléole appartient au noyau et s’identifie donc a lui lorsque
ce dernier dégénére sur un seul partage.

Il est intéressant de noter que le nucléole est le vecteur des paiements d’équilibre d’un
jeu non-coopératif dont la forme extensive décrit un protocole de négociation. Sans entrer
dans les détails, tant que la négociation n’est pas terminée, un négociateur tiré au hasard
fait une proposition (S,x) telle que e(S,z) > 0 et e(N,z) = 0. Si les membres de S
approuvent le partage x, la négociation s’arréte. Sinon, un autre négociateur est tiré au
hasard et on recommence. Les délais dans la négociation déprécient les paiements et tous
les acteurs préferent donc les négociations qui ne durent pas. On peut démontrer que si ce
facteur de dévaluation du futur n’est pas trop élevé, il existe un unique équilibre sous-jeu
parfait stationnaire dont le vecteur des paiements est le nucléole (Montero (2005, 2006),
Serrano (1993, 1995))). Ce résultat est rassurant mais il ne diminue en rien nos réserves sur
I’approche non-coopérative qui suppose d’avoir une confiance tres grande dans le protocole
de négociation car les détails de celui-ci ont un impact tres grand sur le jeu. Signalons enfin
que le nucléole a fait I’'objet de plusieurs caractérisations axiomatiques.

7.6.2 La Valeur de Shapley

Il y a plusieurs fagons de présenter la valeur de Shapley. Une ”histoire” familiere (il s’agit en
effet plus d'une image que d’un véritable protocole de négociation) a I’appui de cette solution
est la suivante. Imaginons que selon un ordre établi, les négociateurs entrent a tour de role
dans la salle des négociations et obtiennent comme part dans le partage 'accroissement
de valeur qui résulte de leur entrée. Considérons le joueur i € N. Formellement, si la
coalition des joueurs entrés avant lui est I’ensemble S, la part qui lui sera allouée sera égale
a V(S U{i}) — V(S). Naturellement, la part reque par i dépend de sa place dans l'ordre
d’arrivée : parfois il peut étre préférable d’arrriver tot et d’autres fois, il faut mieux arriver
tardivement. Pour neutraliser cet effet, on peut songer a tirer au sort 'ordre d’entrée. La
valeur de Shapley est la moyenne des vecteurs des partage construits selon le principe décrit
ci-dessus.

40 Kernel en Anglais.
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La valeur de Shapley Sh (V') (Shapley (1953)) du jeu V est donc le vecteur Sh (V') défini
comme suit:

sy = > BREEEED wisu ) - vis).
SCM\{i} '

Les propriétés de la valeur de Shapley sont bien connues ainsi que ses multiples in-
terprétations et variantes. On notera en particulier pour la suite que cette solution est
linéaire, c’est & dire que si (N, V) et (N, V') sont deux jeux coopératifs avec le méme en-
semble de joueurs et si f € [0,1] : Sh(OV + (1 —0) V') =0Sh (V) + (1 —0) Sh(V’). I existe
cependant bien d’autres facons de présenter et justifier la valeur de Shapley comme étant
une solution de partage équitable. On trouve par exemple chez Myerson (1980) I'idée remar-
quable suivante. Considérons une coalition de référence quelconque S C N et considérons
une solution ® de partage de V(S) qui spécifie aussi ce qu’il advient du partage dans le cas
d’une défection de certains membres de S. Imposons a la négociation la condition suivante :

Pour tout i, j € 5+ ®; (5) — @; (S\ {j}) = ®; (5) — ®; (S\ {1}),

c’est a dire, que pour toute paire de négociateurs {i,j} C S, le cotut imposé a i par la
défection de j est égal au cout imposé a j par la défection de 7. Il y a une idée d’égalité
voisine de celle utilisée dans la définition du noyau mais cette fois ’égalité est appliquée
aux couts de défections, alors que dans le cas du noyau elle était appliquée aux plaintes
maximales. Myerson a démontré que la solution de Shapley est I'unique solution satisfaisant
cette propriétét. On peut aussi défendre la valeur de Shapley en considérant sa cohérence
par rapport a des jeux réduits comme l'ont fait Hart et Mas-Colell (1989).

Enfin comme le nucléole, mais avec les mémes réserves, il est intéressant de noter que la
valeur de Shapley est le vecteur des paiements d’équilibre d’un jeu non-coopératif dont la
forme extensive décrit un protocole de négociation (Gul (1989), Hart et Mas-Colell (1996),
Laruelle et Valenciano (2008), Perez-Castrillo et Wettstein (2001)).

41Voir Osborne et Rubinstein (1994) pour une presentation de toutes les solutions, y compris la valeur de
Shapley en termes d’objections et contre-objections.
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Parti | Observé | Gamson | Shapley | Nucléole
PS 77.6 70.6 95.7 96.2

EE 17.2 18.3 2.7 2.5

FG 5.2 11.2 1.6 1.5

Tableau 1 : Partage des sieges de la liste d’union de la gauche en Aquitaine
(i) observé, et prédit par (ii) Gamson, (iii) Shapley,
(iv) le nucléole (en pourcentages)
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Observé | Gamson | Shapley (V1) | Shapley (V2) | Nucléole (V1) | Nucléole (V2)
PS | 51.5 52.9 07.6 46.3 68.9 46.3
FG | 27.3 26.9 23.4 29.1 17.8 29.1
EE | 21.2 20.2 19 24.6 13.3 24.6

Tableau 2: Partage des sieges de la liste d’union de la gauche en Auvergne
(i) observé, et prédit par (ii) Gamson, (iii) Shapley (deux variantes),

(iv) le nucléole (deux variantes) (en pourcentages).
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Observé | Gamson | Shapley | Nucléole
PS | 82.5 75.3 83.5 83.5
EE | 17.5 24.7 16.5 16.5

Tableau 3 : Partage des sieges des listes de gauche en Bretagne
(i) observé, et prédit par (ii) Gamson, (iii) Shapley,

(iv) le nucléole (en pourcentages).
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PS | Ecologistes | Front de Gauche | UMP
Alsace 19.0 15.6 1.9 34.9
Aquitaine 37.6 9.75 5.6 22.0
Auvergne 28.0 10.7 14.3 28.7
Basse Normandie* | 32.6 12 . 27.7
Bourgogne™* 36.3 9.8 : 28.8
Bretagne 37.2 12.2 3.5 23.7
Centre 28.2 11.7 7.5 29.0
Champagne*™ 31.0 8.5 . 31.8
Franche-Comté 29.9 9.4 4.0 32.1
H-Normandie 34.9 9.1 8.4 25.0
Ile-de-France 25.3 16.6 6.6 27.8
Languedoc** 34.3 9.1 8.6 19.6
Limousin 38.1 9.7 13.1 24.2
Lorraine* 34.4 9.2 . 23.8
Midi-Pyrénées 40.9 13.5 6.9 21.7
Nord-PdCalais 29.2 10.3 10.8 19.0
Pays de la Loire 34.4 13.6 4.99 32.8
Picardie 26.6 9.98 5.35 25.9
Poitou-Charente 39.0 11.9 4.7 29.4
Provence-Alpes 25.8 10.9 6.1 26.6
Rhone-Alpes 25.4 17.8 6.3 26.4

* . Dans ces régions, le PS et le Front de gauche ont noué une alliance pré-électorale et ont

présenté une liste commune des le premier tour.
** . Liste DVG menée par G. Fréche. La liste PS obtient 7.7% des suffrages

Tableau 4 : Scores de premier tour

des trois partis de gauche et de P'UMP
(en pourcentage des suffrages exprimés)
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a. Trois partis de gauche (PS, EE et FG) présents séparément au premier tour, et tous en
position de se maintenir

Cas 1 Cas 2 Cas 3

les trois partis peuvent seuls partis 1 et 2 peuvent  seul parti 1 peut se

se maintenir sans alliance se maintenir sans alliance maintenir sans alliance
Cas A Nord-PdCalais Limousin Aquitaine
1 est incontournable, Midi-Pyrénées Haute-Normandie
gagne sans alliance Provence-Alpes-CA Languedoc
Cas B Auvergne Centre Picardie
1 est incontournable, Ile de France
alliance avec 3 suffit Rhone-Alpes

b. Trois partis de gauche (PS, EE et FG) présents séparément au premier tour, et FG n’est
pas en position de se maintenir

Cas 1’ Cas 2’
les deux partis peuvent seul le parti 1 peut
se maintenir sans alliance se maintenir sans alliance
Cas A’ Bretagne
1 gagne sans alliance Poitou-Charente
Cas D’ Pays de la Loire Franche-Comté
1 a besoin d’une alliance
la gauche Alsace

ne peut pas gagner

c. Alliance pré-électorale entre le PS et le Front de gauche

Cas 1’ Cas 2’

les deux partis peuvent seul le parti 1 peut

se maintenir sans alliance se maintenir sans alliance
Cas A’ Basse Normandie Bourgogne
1 gagne sans alliance Lorraine
Cas D’ Champagne

1 a besoin d’une alliance

Tableaux 5a, 5b, 5c : Classification des configurations a la veille du second tour
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